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PROVA SCRITTA DEL 16 MAGGIO 2007

1. Considerata la matrice reale A =
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(a) Trovare una base di ker A e una base di Im A.

(b) Fissato in R* il prodotto scalare standard, trovare una base di Im A’ e una base di
(ker A)*

(¢) Mostrare esplicitamente che ogni v € Im A" & ortogonale a ogni vettore di ker A.

(d) Mostrare esplicitamente che ogni v € ker A' & ortogonale a ogni vettore di Im A.

2. Fissata in R* la base canonica e il prodotto scalare standard, si considerino i sottospazi

1 1
1 -1
V = span E 1
0 1
2 1
0 1
W = span E 9
1 0

(a) Calcolare le dimensioni di (V + W)™ e di (V NW)*.
(b) Trovare una base di (V NW) e una di (VNW)".

3. Sia A una matrice complessa n x n,e si prenda in C" il prodotto hermitiano standard:
(a) Mostrare che ogni v € Im A* & ortogonale a ogni vettore di ker A, ovvero che:
Im (A*) C (ker A)*
(b) Mostrare che ogni v € ker A* ¢ ortogonale a ogni vettore di Im A,ovvero che:

ker (A*) C (Im A)*



Soluzione di alcuni punti

0200 0000
lo100 , 2100
1'A_OO39’A_OO31
0013 009 3
(a) Base di ker A:
1 0
0 0
o1l -3
0 1
Base di Im A : )
2 0
1 0
o1’ 3
[\ 0 1
(b) Base di Im A? :
-0 0\
1 0
01711
L 0 3 -
Base di ker A :
—1 0
2 0
0 1 -1
0 3

Base di (ker A)" :

o O = O
w = o o

(c) Per mostrare esplicitamente che ogni v € Im A" & ortogonale a ogni vettore di ker A,
basta verificare ’ortogonalita dei vettori delle rispettive basi trovate prima.

(d) Per mostrare esplicitamente che ogni v € ker A* ¢ ortogonale a ogni vettore di Im A,
basta verificare l'ortogonalita dei vettori delle rispettive basi trovate prima.

3. Sia A una matrice complessa n X n,e si prenda in C" il prodotto hermitiano standard:

(a) Mostrare che ogni v € Im A* & ortogonale a ogni vettore di ker A, ovvero che:
Tm (A*) C (ker A)*
v € ImA* se v=A*w; allora se u € ker A, si ha:

(v,u) = (A"w,u) = (w, Au) = (w,0) =0



(b) Mostrare che ogni v € ker A* ¢ ortogonale a ogni vettore di Im A,ovvero che:
ker (A*) C (Im A)*
v € ker A* se A*v =0, ese u=Aw € Im A si ha :

(v,u) = (v, Aw) = (A*v,w) = (0,w) =0



