APPLICAZIONI LINEARI

Un’applicazione ¢ : R” — R™ si dice lineare se V7', w € R", Va,b € R,
si ha

0@ +bW) =ap(T)+bp (W)

(con le ovvie modifiche si tratta il caso complesso).

Consideriamo, ad esempio, il caso ¢ : R? — R2. La proprieta di linearita
ci dice che per conoscere ¢ basta sapere come opera sui vettori della
base. Infatti, supponiamo di usare la stessa base e = (€1, €') sia nel’'R? di

. . . U1
partenza che in quello di arrivo. Se @ =v; €14+ v €9 = (€1, €2) ; ) ,
2
allora

quindi basta dare
p(€1)=a€1+bes ¢(€2)=cei+den.

Allora ¢ ha una rappresentazione matriciale:

o) =(enen (5 o) (1) =@errrenerieaen (1),

(%

(V)= (a€1+b€2) v+ (c€1+d€2) v
avy + cus

= (CL’Ul + C’UQ) ?1 + (bvl + d’Ug) ?2 = ( bvy +dvs )’

e

ovvero, in una base qualsiasi e = (€1, €'2),

—_



@ (7)) = edv,

dove A é la matrice che rappresenta la ¢ e si costruisce:
1) mettendo in colonna i trasformati dei vettori della base

o) = (e w (g ) el =wnea (g ) =a=(5 5)

2) oppure mettendo in riga i trasformati delle coordinate del vettore @

1 [ avy +cvg [ a c
¢<v2>_<bv1+dv2>:“4_(b d>'

Viceversa, ogni matrice da un’applicazione lineare (per vedere che cio ha
senso, si deve parlare di trasformazione di basi, come faremo in seguito).

Se ¢ : R" — R™ ¢ lineare, consideriamo due sottoinsiemi interessanti:

1) il nucleo di ¢:

ker ¢ = {7 € R” tali che ¢ (7') = ﬁ},
2) 'immagine di ¢:
Imp = {0 € R™ tali che esiste W € R™ per cui p (W) = 7 }.

Se ker ¢ = {ﬁ)} (cioé nel nucleo c’¢ solo il vettore nullo) e ¢ : R — R”™

(quindi m = n), allora ¢ & biunivoca, cioé@ manda tutto R™ su tutto R", in
modo che vettori distinti vanno in vettori distinti e ogni vettore “viene” da
un vettore. Infatti, se due vettori @’; e @5 hanno la stessa immagine

—

90(7)1):90(72):>90(71—72): 0 :>71—T)2€ker(p:{ﬁ}



i?l—ﬁgzﬁjﬁlzﬁg.

Inoltre, in questo caso esiste ¢ ! e quindi Vv € R?, 7" = p (¢ 1 (7)),
cioé¢ 3W € R™, W = ¢~ (7) tale che ¥ = ¢ (W), cio¢ Im p = R™.

Si dice che ¢ ¢ un isomorfismo e si ha che la matrice A associata a ¢ &
invertibile: w = Av = v = A~ !w.

Gli isomorfismi danno i cambiamenti di base, cio¢ trasformano
vettori indipendenti in vettori indipendenti in modo biunivoco. Se abbiamo
€1,..., €y indipendenti e in numero “giusto”, cioe n, gli €5 = ¢ (7€;) sono
ancora indipendenti (verificare !) ed in numero “giusto”. Quindi, se e ed €
sono due basi, dato un vettore @’, si puo scrivere ¥ = ev, ma anche v = ev'’
Allora, se € = eB (con B isomorfismo, quindi invertibile), segue

ev="T1U =ev=eBv=v=Bv=1v=B"lu.

Inoltre, se

o(V) = eAv = €AV = eAv = eBAB v = A= BAB™!
= A= B 'AB|,

cio¢ se B ¢ la matrice associata al cambiamento di base, le componenti
dei vettori trasformano con B~!, mentre le matrici delle applicazioni lineari
trasformano come B~'AB.

Allora ¢(7") = eAv = €AV e ogni matrice - fissata una base - da
un’applicazione lineare .

NOTA.

det A'= det A, perche det A'= det B! det Adet B = det A e rango(4) =
rango(A), perché r(B 1AB) = r(AB) = r(A), essendo B e B! invertibili.
Allora due matrici che in due diverse basi rappresentano la stessa appli-
cazione lineare hanno uguale determinante e uguale rango. Non & vero il
viceversa.

Altre proprieta delle applicazioni lineari. Sia ¢ : R" — R un’applicazione
lineare.

1) ker ¢ & un sottospazio di R™. Infatti, se



Inoltre, se T’ € kerp e A € R
AT =Ap(T1)=XA-0 =0 = A7 € kero.

2) Imp & un sottospazio di R™. Infatti, se o1, vy € Imy, allora
le, WQ € R"™ tali che Tl = QO(W1> (§ TQ = @(Wg)

T+ Vo= (W1) + ¢ (W) = (W1 + W),

cioe 3W = W1+ Wy € R" tale che ¢ (W) = 0y + Vg, clod U1+ Vs €
Im . Inoltre, se 7y € Impe A € R

3) Teorema della dimensione. Se ¢ : R — R™ ¢ un’applicazione
lineare

dimker o+ dimIm ¢ = n|

Inoltre, se A & la matrice associata a ¢

dimlm ¢ = r(A) |

La formula ha senso, perché abbiamo visto che non dipende dalla base
scelta per scrivere A. Inoltre, siccome r(A) ¢ il numero di colonne indipen-
denti e le colonne di A sono i trasformati dei vettori della base, allora Im ¢
& generata da questi vettori. Si vede dalla prima formula che se n < m
Papplicazione non puo essere suriettiva e che se n > m 1’applicazione
non puo essere iniettiva.

ESEMPIO.
1 0 0

In R? con la base canonica | 0 |, | 1 |, | 0 |, consideriamo I’applicazione
0 0 1



11 0
La matrice associata ¢ A = 1 0 1 . Troviamo
01 -1
T T 0
ker p = y | Al y | =10
z z 0
11 0 rT+y=
1 0 = O S rx+2z=0
01 Yy—z=
= { y=
Z _—
T 1
cioe 7 €kerp < edeltipo | —z | =2 | —1
—x -1
1
Una base di kerp ¢ | —1 | = dimkerp = 1.
-1
Troviamo
T x T
Imyp = Y Al Y] = Y

W
N\
W

Intanto, si vede che det A = 0, quindi (A) = 2. Cerchiamo ora una base
per Im . Si ha

11 0 x x r+y==x
1 0 1 vy l=1y |l 7+27=y
01 -1 Z z y— 2=z



=>xr—y =2z,

x
cioe | y | € Imyp se e solo se ¢ del tipo
z
T 1 0
Y =z| 0 | +y 1
x—y 1 —1
1 0
Una base per Imp ¢ allora | 0 |, 1 e
1 -1

dimlm ¢ =2 =r(A).

Si poteva osservare che, dalla definizione di ¢,

p(es)=w(e1)—p(€2),

quindi i vettori che stanno in Im ¢ sono del tipo

P (W) = ap (€1) + bp (7€72).

Quindi
11 0 1
e(@)=|10 1 0| =
01 —1 0
11 0 0
o(@)=[10 1 1| =
01 —1 0

sono una base di Im .

—_— o = O = =



