Soluzioni dello scritto del 17 giugno 1999
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determinante = k — 1. Autovalori: 1, —3 4+ 1+/(5 — 4k), —3 — £1/(5 — 4k),

polinomio caratteristico: — X3 — Xk +2X +k — 1.

Se le soluzioni sono reali (cio¢ k < 5/4) e distinte la matrice & diago-
nalizzabile.

Un caso da discutere é:

—1+4+1/(5—-4k) = 1, = {k = —1} ma la matrice ¢ simmetrica e
quindi diagonalizzabile.

Un altro caso da discutere ¢ quando il discriminante ¢ nullo, cioe k =
5/4. Allora la matrice diventa

0 1 1 2 1
1 0 —1 | con autovettori —2 — —%, 0 — l,e
1 5/4 0 1 1

autovalori: 1,1, -1
e quindi la matrice non & diagonalizzabile perch¢ —1/2 non é rego-

lare.

Esercizio 3.



L’unico autovalore possibile di A ¢ lo zero. Se A ¢ diagonalizzabile (e
nxn), lo zero deve essere un autovalore regolare e, essendo 'unico autovalore,
la dimensione del suo autospazio deve essere n. Questo vuole dire che il
nucleo di A ha dimensione n, cio¢ il rango di A ¢ zero (per il teorema delle
dimensioni).

Esercizio 4.

Per ottenere una forma diagonale, basta osservare che la matrice data
ha rango 1. Allora la dimensione del nucleo & 4. Questo significa che zero &
autovalore con molteplicita > 4. Un altro autovalore ¢ 25 con autovettore
(1,1,1,1,1) e molteplicita > 1.

5 5 5 5 5 1 25 1
5 5 5 5 5 1 25 1
5 5 5 5 5 1 =12 | =25] 1
5 5 5 95 5 1 25 1
5 5 5 95 5 1 25 1

Siccome la somma delle molteplicita deve essere 5, si scopre che non
ci possono essere altri autovalori e che la molteplicita dell’autovalore
zero ¢ 4, e quella dell’autovalore 25 ¢ 1 .

(Con un po di conti si poteva trovare il medesimo risultato calcolando il
polinomio caratteristico che ¢: —X5° + 25X14).

Siccome la dimensione dell’autospazio dell’autovalore zero ¢ 4, e la di-
mensione dell’autospazio dell’autovalore 25 ¢ 1, tutti gli autovalori sono
regolari e la matrice & diagonalizzabile.

Una forma diagonale & quindi :( le matrici diagonalizzanti non erano
richieste:)
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55555 -2 1 -3 -2 -1 00 000 1
55555 —= 2z 0 0 0 02500 0 1
55555 =] 2 £+ 1 0 0 00 000 -1
55555 %%110 00 000 0
55555 : + 1 1 1 00 000 0

Esercizio n.5
E’ un sistema di 4 equazioni e 4 incognite.
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1 2 2 1
. . . 1 -2 -2 1
La matrice del sistema é : 1 0 0 1 che ha rango 3 per
0 1 1 k-1
k # 1 e rango 2 per k = 1.
1 2 2 1k
. .. 1 -2 =2 1 0
La matrice completa é: 1 0 o0 1 0 che ha rango 3 per
0 1 1 k=10

k=0e k=1 erango 4 negli altri casi.
Allora: per k = 0 il sistema & risolubile con oo! soluzioni, mentre per
k # 0 non é risolubile.

Esercizio 6.
v=(1,1,1) w=(-1,0,1) u=(0,1,2)

U = span{v,u} , V = span {v,w,u}. Ma U =V perché¢ w = u — v.

E, inoltre, dim U = 2 perché u e v sono indipendenti.

Allora UNV =U e U+ V = U e quindi tutti e due hanno dimensione
2.

(Si noti che, infatti, dim(U + V) = dimU + dimV — dim(U NV) =
242-2=2)

Per trovare la retta basta trovare un vettore ortogonale a v e a w : per
esempio (1,—-2,1) .

La retta ¢, allora, r = (z,y,2) = (0,1,2) + t(1,—2.1) con t parametro
reale.



