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1 Anelli

In questo paragrafo studiamo gli anelli. Daremo diversi esempi importanti di anelli ai quali
faremo continuamente riferimento in seguito.

1.1 Definizione. Un anello con identita R ¢ un insieme fornito di due composizioni, l’addizione
“+“ e la moltiplicazione “-“, e di due elementi speciali, lo zero 0 € R, e l'identita 1 € R, in
modo che valgano i seguenti assiomi:

(R1) (Gruppo additivo) L’insieme R ¢ un gruppo abeliano rispetto all’addizione e con elemento
neutro 0.

(R2) (Associativita) Per ogni z,y,z € R

(@-y)-z=w-(y-2).

(R3) (L’identita) Per ogni z € R

(R4) (Distributivita) Per ogni x,y,z € R

z-(y+z)=x-yt+x-2  (Yy+z)-r=y-r+z

Questi assiomi definiscono precisamente una struttura di anello. In generale su un anello R
non valgono necessariamente gli assiomi (R5) e (Rg):

(Rs) (Commutativita) Per ogni z,y € R

Se per un anello R vale (Rs), Ianello R si dice commutativo. Se vale (Rg) e se R non ¢
'anello banale (si veda 1'Esempio 1.3), 'anello R si dice un anello con divisione, detto anche
corpo. Un anello commutativo con divisione si dice un campo.

Come al solito, scriveremo spesso ab per il prodotto a - b.

1.2 Esempio. Con 'addizione e la moltiplicazione introdotte nel primo paragrafo gli insiemi
Z, Q, R, C e H sono anelli. Lasciamo al lettore la facile verifica. Gli anelli Z, Q, R e C sono
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commutativi. Gli anelli Q, R, C e H sono anelli con divisione. Siccome la moltiplicazione in H
non ¢ commutativa, solo gli anelli Q, R e C sono campi.

1.3 Esempio. (L’anello banale) Di solito, in un anello R gli elementi 0 e 1 sono distinti. Se
invece 0 = 1, ogni elemento di R ¢ 0 perché per x € R vale

r=1-2=0-2=0.
Per I'ultima uguaglianza si veda 1'Eserc.(1.C). Dunque, se 0 = 1, I'anello R ¢ uguale a {0}.
Questo anello si chiama [’anello banale.
1.4 Esempio. Con l'addizione usuale e la moltiplicazione data da
@-b=ab,

'insieme Z/nZ ha la struttura di anello commutativo. Lasciamo le verifiche al lettore.

1.5 Esempio. (L’anello degli interi di Gauss) Sia Z[i] il sottoinsieme di C dato da
Zli)={a+bicC: a,beZ}.

E facile verificare che Z[i] con 1’addizione e la moltiplicazione di C & un anello commutativo.

1.6 Definizione. Sia R un anello. Un elemento x € R tale che esiste z* € R con

si dice un’unita di R. L’elemento x* ¢ 'unico elemento di R che soddisfa - 2* = 2* -z =1 (si
veda I'Eserc. (1.D)) e si dice I’elemento inverso di x. Si scrive z~! per I'elemento x*. L’insieme
delle unita di R si indica con R*.

1.7 Osservazione. E da notare che le notazioni Q*, R*, C* e H* coincidono con quelle
utilizzate nella parte del corso sui gruppi. Anche la notazione (Z/nZ)* coincide: abbiamo gia
dimostrato che il sottoinsieme {@ : med(a,n) = 1} di Z/nZ & un gruppo moltiplicativo. Ogni
elemento di questo gruppo ha dunque un inverso moltiplicativo. Viceversa, se @ € Z/nZ ha un
inverso moltiplicativo b, allora @b = 1, cioe

ab=1+ kn, per un k € Z.
Dunque, ogni divisore comune di a e n divide 1. Concludiamo che mecd(a,n) = 1 e quindi che
ac€ (Z/nZ)*.
1.8 Proposizione. Sia R un anello. Le unita di R formano un gruppo moltiplicativo.

Dimostrazione. Ovviamente vale I’assioma dell’associativita. L’identita 1 ¢ I'elemento neutro
di R*. Se a,b € R* allora
(ab)(bta ) = (b7'a ) (ab) = 1
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e dunque ab € R*. Finalmente a=! € R* se a € R*. Concludiamo che R* ¢ un gruppo
moltiplicativo. O

1.9 Esempio. Per esempio, il gruppo Z* ¢ uguale a {+1, —1}. Si veda I’Eserc.(1.I) per una
dimostrazione che Z[i]* = {£1, £i}.

1.10 Proposizione. Sia n un intero positivo. L’anello Z/nZ ¢ un campo se e soltanto se n &
un numero primo.

Dimostrazione. L’anello Z/nZ ¢ un campo se e soltanto se ogni T € Z/nZ — {0} ha un
inverso moltiplicativo. Cioé Z/nZ ¢ un campo se e soltanto se

(Z/nZ)* = Z/nZ — {0}.

Equivalentemente, ogni a € Z con 0 < a < n ha la proprieta med(a,n) = 1. Questo & possibile
se e soltanto se n € un numero primo, come richiesto. O

1.11 Esempio. Visto che 11 & un primo, 'anello Z/11Z ¢ un campo. Gli inversi degli elementi
di Z/117Z sono:

]__1 — i’ 2_1 = 6, 3_1 = Zl, 5_1 =

Nel
EN
L
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S

ovviamente, 471 = 3 etc. La verifica ¢ facile, per esempio 5-9 =45 = 1 quindi 5! =9 e
1

e,
9-! =5,

1.12 Definizione. Sia R un anello. Un elemento a € R si dice un divisore di zero sinistro se
a#0eseesistebe Rconb+#0eab=0. L'elemento a € R si dice un divisore di zero destro
se a # 0 e seesiste b€ Rconb#0eba=0. L'elemento a € R si dice un divisore di zero se ¢
un divisore di zero sia destro che sinistro.

1.13 Esempi. Negli anelli soliti Z, @, R non ci sono divisori di zero. Ma esistono in altri

anelli. Per esempio, in Z/6Z si ha 2-3 =6 = 0.

1.14 Proposizione. Un’unita di un anello R non puo essere un divisore di zero.

Dimostrazione. Supponiamo che a sia un’unita ed anche un divisore di zero. Dunque esistono
elementi b,c € R con
ab =1, ca=0, (c#0).

Abbiamo
0=0-b=(ca)-b=c-(ab) =c-1=c¢,

contraddicendo ¢ # 0. O

1.15 Dunque, gli anelli con divisione non possiedono divisori di zero, perché ogni elemento
non nullo € un’unita. Piti generalmente, ogni sottoanello (si veda I’Esempio 1.18) di un anello
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con divisione non contiene divisori di zero. L’anello Z e l'anello degli interi di Gauss Z[i] ne
SOono esempi.

1.16 Definizione. Un anello non banale che ¢ commutativo e non possiede divisori di zero si
dice un dominio di integrita.

1.17 Esempi. I campi sono esempi di domini di integrita. Come abbiamo visto sopra, anche
i sottoanelli dei campi sono domini di integrita. Per esempio Z C R e I'anello degli interi di
Gauss Z[i] C C sono domini di integrita.

Per ottenere altri esempi di anelli, consideriamo adesso diversi metodi per costruire nuovi
anelli a partire da anelli dati.

1.18 Sottoanelli. Sia R un anello. Un sottoanello di R ¢ un sottoinsieme di R il quale e, con
la stessa addizione e moltiplicazione di R e con gli stessi elementi neutri 0 e 1, un anello. Per
verificare che un sottoinsieme S di un anello R ¢ un sottoanello basta verificare che 0, 1 € S,
che (S,+,0) & un sottogruppo di (R, +,0) e che a, b € S implica ab € S.

1.19 Esempio. Z ¢ un sottoanello di Q. Il campo @Q ¢ un sottoanello di R. Abbiamo le
seguenti inclusioni di anelli:

ZCQCcRcCCcCH.

1.20 Prodotti. Siano R; e Ry due anelli. Il prodotto Ry X Ry di Ry per Ry e definito da
Ry x Ry ={(r,s) :7 € Ry e s € Ry}.

Con I’addizione data da (r, s)+(r', s") = (r+71', s+s') e la moltiplicazione data da (r, s)- (', s") =
(r-r',s-s'), il prodotto R; x Ry diventa un anello.
Se Ry, Ry # {0}, il prodotto Ry x Ry ha divisori di zero perché si ha

(r,0) - (0,s) = (0,0) per ogni r € Ry, s € Rs.

1.21 Esempio. (Anelli dei polinomi) Sia R un anello. Un polinomio a coefficienti in R & una
“espressione “ del tipo
ap+ a1 X +asX +...+a, X"

dove ag,ai,as,...,a, € R e la lettera X e soltanto un “simbolo“. Gli elementi a; si dicono 1
coefficienti del polinomio. Equivalentemente, un polinomio & un’espressione

oo
E CliXZ
i=0

dove gli elementi a; appartengono ad R e sono quasi tutti zero, cioe, esiste n € Zx( tale che
a; = 0 per ogni i > n. Per definizione, due polinomi Y .- a; X" e > = b; X" sono uguali se e
soltanto se a; = b; per ogni ¢ > 0.
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Al posto di X si utilizzano anche altre lettere, come Y, Z, Xy, X1, etc. Di solito, non si
scrivono gli zeri e si scrive X per 1+ X e —aX® per (—a)X’. Spesso si scrive il polinomio in
ordine opposto. Per esempio Y? —2Y + 1 ¢ il polinomio 1+ (=2)-Y +0-Y?+1-Y3.

Il grado deg(f) (inglese: degree) di f = o a; X" & il pit grande indice n tale che a,, # 0.
Per il polinomio zero 0 =Y ;= 0- X", il grado non & definito. Ogni tanto si trova deg(0) = —1
oppure deg(0) = —oo. Un polinomio f =Y~ a; X" di grado n si dice monico se a, = 1.

Adesso introduciamo [’anello R[X]| dei polinomi a coefficienti in R:

R[X] = {ZaiXi a; € R}
i=0
con 'addizione data da

(Z aiXi> + (Z biXi> = (ai+b)X’

i=0 i=0 i=0
e la moltiplicazione implicata dalle regole della distributivita e da
(aZX’) . (ij]> = CLZ‘ijH_j,

cioe

(z X) | (z X) =3 0Y a) -
i=0 =0 k=0  id
iti=k
Questa ¢ la moltiplicazione di polinomi usuale; per esempio:
(5—3X%) - (3+4X +X3) =5-(3+4X + X?) —3X?- (344X + X?)
=15+20X +5X3 - 9X% - 12X3 - 3X°
=15+20X —9X? — 7X3 — 3X°5.

Il polinomio 0 = "2, 0+ X" ¢ I'elemento neutro per I'addizione e il polinomio 1 =140 X +
0- X2+ ... ¢ lidentita di R[X]. Lasciamo al lettore la verifica che R[X] ¢ un anello.

L’anello R[X] ¢ commutativo se e soltanto se R ¢ commutativo. Si considera R come il
sottoanello dei polinomi costanti di R[X]: per a € R si ha

a=a+0-X+0-X*+...€ R[X].

Se R ¢ un dominio, anche R[X] lo & (si veda I'Eserc.(1.L)). In questo caso il grado ha la
seguente proprieta:

deg(fg) = deg(f) +deg(g)  per ogni f,g € R[X]— {0}.

Induttivamente, si definisce l’anello dei polinomi in n variabili su R:

R[X1,Xs, ..., X,] = (R[X1, Xa, ..., X)) [ X,
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Gli elementi di R[X;, Xy, ..., X,] sono somme finite del tipo

o0 oo oo
11 Vvi2 )
d > D XX X

11=012=0 in=0

1.22 Esempio importante. (Campi dei quozienti o delle frazioni). Sia R un dominio. A
partire da R costruiamo un campo Q(R), detto il campo quoziente di R. Esso contiene R ed
“¢ generato da R“ nel senso che ogni € Q(R) ha la forma xy~' per certi z,y € R.
Sia
Q={(a,r) e Rx R: r#0}.

Innanzitutto, sull’insieme {2 definiamo una relazione di equivalenza mediante
(a,7) ~ (b,s) seesoltanto se as = br.

Verifichiamo che si tratta di una relazione di equivalenza: e facile vedere che (a,r) ~ (a,r) e
che (a,r) ~ (b, s) se e soltanto se (b, s) ~ (a,r). La relazione & dunque riflessiva e simmetrica.
Per controllare la transitivita utilizziamo la commutativita della moltiplicazione del dominio

R: siano (a,r) ~ (b,s) e (b,s) ~ (c,t). Allora
ats = ast = brt = rbt =rcs = crs

e quindi (at —er)s = 0. Siccome s # 0 ed R ¢ un dominio, troviamo at = cr, cioe (a,r) ~ (¢, t).
Definiamo adesso Q(R) come l'insieme delle classi di equivalenza della relazione ~ su Q.
Scriveremo ¢ per la classe di (a,7). Con questa notazione abbiamo

a b
— = — gse e soltanto se  as = br.
S

Definiamo 1'addizione e la moltiplicazione su Q(R) mediante

a b as+br

r S rs

9

a b ab
ros rs
Si noti che rs # 0 perché r,s # 0 ed R ¢ un dominio.

Siccome 'addizione e la moltiplicazione sono definite in termini di rappresentanti delle classi
di equivalenza, € necessario controllare che sono ben definite, cioe che la somma ed il prodotto
non dipendono della scelta dei rappresentanti: supponiamo

a d b v
- = e - =
oo s 8
cioe ar’ = a'r e bs' = b's. Abbiamo
(@'s"+br)rs =dsrs+br'rs=(ar)ss+ (V's)r'r

=ar's's + bs'r'r = (as + br)r's’
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e quindi, per definizione,

as +vr  as+br

rs rs
Dunque 'addizione & ben definita. Similmente si controlla che la moltiplicazione e ben definita.
Lasciamo al lettore la verifica che, con questa addizione e moltiplicazione, Q(R) ¢ un campo.

Per esempio, se a # 0, I'inverso moltiplicativo di ¢ ¢ . Consideriamo R come sottoanello di

Q(R) identificando a € R con {.

Per I'anello R = Z si trova un campo isomorfo al campo Q dei numeri razionali. Se K & un
campo e R = K[X] I'anello dei polinomi con coefficienti in K, allora R ¢ un dominio. Scriviamo
K(X) per il campo quoziente di R. Questo campo si dice il campo delle funzioni razionali in
una variabile su K. Gli elementi di K(X) hanno la forma

JX) dove f(X),g(X) € K[X].

9(X)

1.23 Esempio. (Endomorfismi). Sia A un gruppo additivo e sia End(A) l'insieme degli
endomorfismi di A (ovvero degli omomorfismi di un gruppo in sé stesso). Per f,g € End(A)
definiamo la somma f + ¢ ed il prodotto fg:

(f+g)(a) = f(a) +g(a) perogniac A, (fg)(a)= f(g(a)) per ogni a € A.

Lasciamo al lettore la facile verifica che con quest’addizione e moltiplicazione End(A) diventa
un anello; ossia l’anello degli endomorfismi di A. L’identita di End(A) e Papplicazione identica
Id 4.

Per esempio, se A = R", ogni matrice n X n definisce un endomorfismo di A. Lasciamo al
lettore la dimostrazione che End(Z) = Z ed ¢ generato dall’identita Idz. Similmente si ha, per
ogni intero positivo n che End(Z/nZ) ¢ isomorfo a Z/nZ, generato dall’applicazione identica.

1.24 Esempio. (Funzioni.) Sia X un insieme e sia R un anello. L’insieme R* delle funzioni
X — R e un anello con le seguenti addizione e moltiplicazione: per f,g: X — R definiamo

(f+9)) = fl2) +9(z),  (f-9))=fx)-g(x),

dove 'addizione e la moltiplicazione a destra sono quelle di R.
Si ottengono esempi importanti di anelli se si considerano funzioni che hanno particolari
proprieta. Per esempio, sia X lintervallo [0,1] ={z € R: 0 <z < 1} e sia

C([0,1])) ={f :[0,1] — R : f & continua}.

Lasciamo al lettore la verifica che C([0, 1]) & un sottoanello di RI®!. Altri esempi sono I’anello
delle funzioni derivabili

CY([0,1]) = {f :[0,1] — R : f & derivabile}.
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e Panello delle funzioni C'°°:

C>([0,1]) ={f :[0,1] — R : f & oo volte derivabile}.

Esercizi.

(1.A) Sia R un anello e sia a € R. Dimostrare: se ab = b per ogni b € R allora a = 1.

(1.B) Sia 2Z l'insieme degli interi pari. Mostrare che con 1’addizione e la moltiplicazione di Z,
I'insieme 2Z soddisfa gli assiomi (R;), (R2) ed (R4), ma non (R3); 2Z ¢ un anello senza
unita

(1.C) Sia R un anello.

(i) mostrare che per ogni x € Rsiha0-xz=xz-0=0.
(ii) Sia —1 l'inverso additivo di 1 € R. Mostrare che (—1) - (—1) = 1.

(iii) dimostrare le seguenti regole di calcolo: (=1)-a = —a, a-(=b) = (—a)-b= —(a-b)

(1.D) Sia R un anello e sia ¢ € R un’unita. Siano b,c¢ € R. Dimostrare che se ba = ca, allora
b = c¢. Concludere che a ha un unico inverso moltiplicativo.

(1.LE) Sia R un anello. Definiamo una nuova moltiplicazione * su R:
ax*b=ba.

mostrare che che, con 'addizione originale e la moltiplicazione nuova, R ¢ un anello.
Questo anello si chiama [’anello opposto di R.

(1.F) Sia R un anello e sia
Z(R)={a € R: axr = xa per ogni x € R}
il centro di R. Dimostrare che Z(R) & un sottoanello di R.

(1.G) Sia R un anello con la proprieta 2° = x per ogni € R. Dimostrare che  + x +z +z +
x4+ x =0 per ogni x € R. Dare un esempio di un anello R siffatto.

(1.LH) (i) Sia R un anello finito. Dimostrare che ogni € R o ¢ 0, o un divisore di zero oppure
un’unita.
(ii) Dimostrare: un dominio di integrita finito ¢ un anello di divisione.

(iii) Dare un esempio di un anello R che contiene un elemento a # 0, il quale non ¢
un’unita e non ¢ un divisore di zero.

(iv) Dare un esempio di un anello infinito con divisori di zero.



1 ANELLI 10

(1.I) Sia Z[i] 'anello degli interi di Gauss. Siano a,b € Z e sia z = a + bi € Z[i]. mostrare che
z ¢ un’unita se e soltanto se a® + b* = 1. Calcolare Z[i]*.

(1.J) Sia H il sottoinsieme dellinsieme dei quaternioni H dato da
H={a+bi+cj+dk:abcdeZ}.

Dimostrare che H ¢ un anello non commutativo. Dimostrare che H non contiene divisori
di 0.

(1.K) Sia m € Z. Supponiamo che m € Z non sia un quadrato.

(i) Dimostrare che I'insieme

ZIvm] ={a+bym: a,beZ}

¢ un sottoanello di C.

(ii) Siam = 7. Trovare un’unita ¢ # +1 nell’anello Z[v/7]. (Sugg. Verificare che a+bv/7
& un’unita se e soltanto se (a + bv/7)(a — b\/7) = a® — 7V ¢ uguale a +1.)

(iii) Trovare una infinita di soluzioni intere dell’equazione a® — 7b? = 1

(iv) Dimostrare che, in realtd, non pud mai essere a®> — 76> = —1
(1.L) Sia R un anello senza divisori di zero.

(i) Dimostrare che neanche R[X] ha divisori di zero.

(ii) Siano f,g € R[X] polinomi non nulli. mostrare che che

deg(f) + deg(g) = deg(fg).

(1.M) (i) Sia R un anello senza divisori di zero. Dimostrare che R[X]* = R*.
(ii) mostrare che 1+ 5X € (Z/25Z)[X] & un’unita.
(1.N) Siano R; e Ry anelli.

(i) Dimostrare che
(Rl X RQ)* = RT X R;

(ii) Dimostrare: se Ry X Ry ¢ un dominio di integrita, allora uno degli anelli Ry, Ry &
I’anello banale.
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2  Omomorfismi ed ideali

In questo paragrafo introduciamo gli omomorfismi di anelli. Le immagini di omomorfismi sono
sempre sottoanelli, ma i nuclei sono ideali. Studiamo quindi il concetto importante di ideale di
un anello, introdotto dal matematico tedesco E. E. Kummer nel 1845.

2.1 Definizione. Siano R;, Ry due anelli. Un omomorfismo (di anelli) da Ry a Ry € una
mappa
fi R — Ry

che soddisfa

fla+b) =f(a)+f(b)  perogniabe Ry,
flab) = f(a)f(b) per ogni a,b € Ry,
[y =L

La richiesta che f(1) = 1 non sarebbe strettamente necessaria, viene qui imposta per uniformita
con la teoria dei gruppi, e per assicurare che I'immagine di un omomorfismo sia un sottoanello
di Ry. Se 'omomorfismo e suriettivo, oppure se Ry non ha divisori dello zero € automaticamente
vera (verificare!).
Un omomorfismo biiettivo si dice un isomorfismo o anche, se Ry = Ry, un automorfismo.
L’insieme
ker(f) ={x € Ry : f(x) =0}

si dice il nucleo di f.

2.2 Esempio.
(i) Sia m un intero positivo. L’applicazione canonica
7 — 7/nZ, a — a modn
¢ un omomorfismo dall’anello Z all’anello Z/nZ.
(ii) Sia a € R. L’applicazione
O:RX]— R,  fr—f(a)

& un omomorfismo di anelli. Lasciamo la verifica al lettore. E facile vedere che ® & un
omomorfismo suriettivo. In generale, per ogni anello commutativo R ed ogni a € R,
I'applicazione ® : R[X] — R data da ®(f) = f(a) ¢ un omomorfismo. Questo non &
pit vero per anelli non commutativi. Si veda I'Eserc.(2.H).

(iii) Sia R un anello e sia R’ un sottoanello di R. Allora l'inclusione R’ < R ¢ un omomorfismo
di anelli.

(iv) Siano Ry e Ry due anelli. La proiezione
m Ry X Ry — Ry

data da my(r,s) = r € un omomorfismo. Anche 'altra proiezione my : Ry X Ry — Ry
data da my(r, s) = s € un omomorfismo.
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(v)

Sia R un anello. L’applicazione Z — R data da m — m, cioe

1+14---+1; se m > 0,
—_—

m volte
mr—q-1—-—1—---—1; sem <0.

TV
—m volte

0; se m =0,

e un omomorfismo. Si controlli che questa applicazione e I'unico omomorfismo da Z a R.

2.3 Definizione. Sia R un anello. Un sottoinsieme I C R si dice un ideale sinistro di R se [
¢ un sottogruppo additivo di R con la proprieta

ra €l per ogni r € R ed ogni a € I.

Un sottoinsieme I C R si dice un ideale destro di R se I ¢ un sottogruppo additivo di R con la
proprieta

ar € 1 per ogni r € R ed ogni a € I.

Un ideale (bilaterale) ¢ un ideale sia sinistro, sia destro di R.

2.4 Esempi.

(1)
(if)

(iii)

(Ideali banali) Ogni anello R possiede i cosidetti ideali banali {0} e R.

(Nuclei) Sia f : Ry — Ry un omomorfismo. Allora, il nucleo di f ¢ un ideale di R;.
Infatti il nucleo di f e un sottogruppo additivo di R. Per vedere che ker(f) ¢ un ideale di
R prendiamo r € R e x € I. Abbiamo f(rz) = f(r)f(z) = f(r) -0 =0 e dunque rz € I.
Similmente si dimostra che zr € I.

Un omomorfismo f di anelli ¢ iniettivo se e soltanto se il nucleo di f € zero. Questo fatto
segue dal risultato corrispondente per i gruppi.

(Ideali principali) Sia R un anello e sia z € R. L’insieme
Rx ={rx:r € R}

¢ un ideale sinistro di R. Similmente 2R = {xr : r € R} & un ideale destro di R. Se R ¢
commutativo gli ideali xR e Rx coincidono. Questo ideale si dice [’ideale generato da x
e si scrive anche (x). Gli ideali di R generati da un unico elemento di R si dicono ideali
principali.

Sia I un ideale di Z. Questo significa, in particolare, che I ¢ un sottogruppo additivo di
Z. Ogni sottogruppo di Z ha la forma dZ. Ogni ideale di Z ¢ dunque principale. Ogni
sottogruppo di Z e quindi anche un ideale di Z.
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(v) Sia R un anello commutativo e siano aq, as,. .., a, elementi di R. Scriviamo a; R+ as R+
-+ a,R oppure (ai,as,...,a,) per lideale I generato da ay,as,...,a,. L’ideale I &
definito da

I ={za; +x2a9 + -+ + Tpay : x1,29,...,2, € R}.
L’ideale I e il piu piccolo ideale di R che contiene gli elementi aq, as, ..., a,.

2.5 Esempio. Per esempio consideriamo 'ideale I = (2, X') generato dagli elementi 2 ed X
nell’anello Z[X]. L’ideale I non ¢ principale. Per dimostrare questo fatto, supponiamo che
I = (f) per un certo polinomio f € Z[X]. Dunque

2:hf7 ngf,

per certi polinomi h, g € Z[X]. Siccome Z ¢ un dominio di integrita, il grado deg & additivo:
deg(f)+deg(h) = deg(2) = 0. Siccome deg(f) > 0, abbiamo deg(f) = 0, cio¢ f & un polinomio
costante. Similmente, g ¢ un polinomio di grado 1. Siccome X = ¢ - f, abbiamo, per un certo
a € Z,cheg=X+aef=1oppure g=—X+aef = —1. In ogni caso troviamo che
1 € 1, il che & impossibile perché I consiste di polinomi ), arX k¥ con ay pari. Concludiamo
che I = (2, X) non & un ideale principale. -

2.6 Proposizione. Sia R un anello e sia I C R un ideale di R. Se I contiene un’unita, allora
I =R.

Dimostrazione. Siaa € R*in I. Alloral =a-a"! € [ e dunque v = x -1 € I per ogni
x € R. In altre parole I = R, come richiesto. O
2.7 Corollario. Sia R un anello con divisione.

(i) I soliideali di R sono quelli banali.

(ii) Sia R’ un anello non banale e sia f : R — R’ un omomorfismo. Allora f & iniettivo.

Dimostrazione. (i) Ognielemento x # 0 di R ¢ un unita. L’anello R ha quindi per la Prop.2.6
soltanto i due ideali {0} e R.

(ii) Siccome f(1) = 1, 'elemento 1 non ¢ contenuto nel nucleo di f. Dunque 'ideale ker(f) non
¢ uguale a R e per la prima parte abbiamo ker(f) = 0, come richiesto. O

2.8 Somme, prodotti e intersezioni di ideali. Sia R un anello e siano I, J ideali bilaterali
di R. E facile vedere che l'intersezione I N J & un ideale di R. L’ideale I N J & il pitt grande
ideale contenuto sia in [, sia in J. L'unione di / e J non ¢, in generale, un ideale.

La somma I 4+ J di I e J e definita da

I+J={z+y:ze€ledyecJ}

Lasciamo al lettore la verifica che si tratta di un ideale. Ovviamente [ + J contiene gli ideali
I e J. D’altra parte, ogni ideale che contiene I e J contiene anche la somma [ + J. Dunque,
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I+ J ¢ il piu piccolo ideale di R che contiene sia I che J. Si dice che I e J sono coprimi oppure

che non hanno divisori comuni, se [ + J = R.
Il prodotto I.J di I e J ¢ definito da

[J:{Zxkyk: m € Lo, X € 1, ykGJ}.

k=1

Lasciamo al lettore la verifica che I.J € un ideale di R. In generale, 'insieme {xy : z € I,y € J}
non e un ideale. L’ideale I.J & contenuto in sia [ che J e quindi IJ C I N J. Abbiamo il
seguente diagramma di ideali di R:

C C
IJ c InJ I+J C R
- -

2.9 Esempio. Adesso vediamo che significato hanno questi ideali nel caso R = Z. Siano I, J
due ideali di Z. Siccome ogni ideale di Z e principale, possiamo scrivere I = nZ e J = mZ per
certi interi n, m.

L’intersezione nZNmZ consiste degli interi a che sono divisibili sia per n, sia per m. Dunque
il minimo comune multiplo mem(n, m) di n ed m € contenuto nella intersezione nZNmZ. D’altra
parte, ogni multiplo comune di n ed m ¢ divisibile per mem(n, m). Concludiamo che

nZ N'mZ = mem(n, m)Z.

La somma nZ + mZ ¢, per definizione, uguale all’insieme {an + bm : a,b € Z}. Esso con-
tiene med(n, m). E banale che ogni numero della forma an + bm ¢ divisibile per med(n, m).
Concludiamo che

nZ + mZ = mcd(n, m)Z.

In particolare, med(n,m) = 1 se e soltanto se nZ + mZ = 7Z. Questo spiega perché si dice
che due ideali I, J di un anello arbitrario R, sono coprimi, oppure non hanno divisori comuni,
quando I + J = R.

Il prodotto di nZ e mZ e dato da

(nZ)(mZ) = nmZ.

2.10 Definizione. (Anelli quoziente). Sia R un anello e sia I un ideale di R. Se consideriamo
soltanto la struttura additiva, vediamo che R ¢ un gruppo abeliano e I un sottogruppo normale
di R. Dunque ¢ definito il quoziente R/I. Come solito, scriviamo T per la classe laterale x + I
dell’elemento x € R. Si ha T = 7% se e soltanto se x —y € I.

Per due elementi 7,y € R/I definiamo

T-y=1y.
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Con questa moltiplicazione R/I diventa un anello, [’anello quoziente di R per I. Verifichiamo
prima che la moltiplicazione ¢ ben definita. Prendiamo z, 2’ € R ey, v € R tali che T = a2/ e
7 = 1. Dunque

¥=x+a e 4y =y+b percertea, bel

e, per la distributivita di R,
'y = xy + xb + ay + ab.

Siccome [ & un ideale, gli elementi zb, ay e ab sono tutti in I. Concludiamo che

2y =7y
e quindi la moltiplicazione e ben definita.

E molto facile verificare gli assiomi di anello per R/I: abbiamo gia detto che vale (R;).
L’assioma (R,) vale perché

@Yz =777 = (2y)z = 2(yz) =Tyz = T(Y 2)

per ogni 7,4,z € R/I.
L’elemento 1 & l'identita dell’anello R/T e la distributivita vale. Dunque, valgono anche gli
assiomi (R3) e (Ry).

2.11 Proposizione. Sia [ un ideale di un anello R. LL’omomorfismo canonico
m:R— R/I, T T
¢ un omomorfismo suriettivo. Il nucleo di 7 ¢ I.

Dimostrazione. Siccome 7(z) = T, la mappa 7 € suriettiva. Abbiamo = € ker(w) se e soltanto
se m(z) =T = 0. Questo ¢ equivalente a x € I, come richiesto. a

Esercizi.

(2.A) Sia f : Ry — Ry un omomorfismo. Mostrare che I'immagine di f ¢ un sottoanello di
R,.

(2.B) Sia R un anello. Mostrare che esiste unico un omomorfismo di anelli Z — R. Mostrare
che esiste unico un omomorfismo di anelli R — {0}.
(2.C) (i) Sia f: Q — Q un omomorfismo di anelli. mostrare che f ¢ I’applicazione identica.
(ii) Sia f:R — R un omomorfismo. mostrare che f(x) > 0se z > 0.
(iii) Sia f: R — R un omomorfismo. mostrare che f & I'applicazione identica.

(2.D) mostrare che esiste un omomorfismo di anelli f : C — C distinto dall’applicazione
identica.
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(2.E) Sia f: R — R’ un omomorfismo di anelli.
(i) Dimostrare che f manda R* in R’ e 'applicazione f*: R* — R'*, data da f*(¢) =
f(g), & un omomorfismo di gruppi.
(ii) mostrare: f* e iniettivo se f & iniettivo.
(iii) E vero che f* & suriettivo se f & suriettivo?

(2.F) Siano R; ed Ry due anelli.

(i) Siano I; C Ry e Iy C Ry ideali. mostrare che I; x I, ¢ un ideale di R; X Rs.

(ii) Dimostrare che ogni ideale I C R; X Ry ha la forma [ = I} x I, dove I; C Ry e
Iy, C Ry sono ideali.

(2.G) Sia R un anello e siano I, J C R due ideali di R. mostrare: JU.J ¢ un ideale se e soltanto
selCJoJCI.

(2.H) Sia R un anello. Sia F, : R[X]| — R l'applicazione data da f +— f(«).

(i) mostrare che F,, ¢ un omomorfismo di anelli se a ¢ contenuto nel centro di R. (Si
veda I’Eserc.(1.F)).

(ii) Dimostrare: la mappa F, € un omomorfismo per ogni a@ € R se e soltanto se R ¢
commutativo.

(2.I) Sia R un anello. mostrare che

]:{ZakaER[X]: aozalzagzo}

k=0
¢ un ideale di R[X] e che I = (X?).
(2.J) Sia A un gruppo abeliano. Mostrare che
{f € End(A) : f(a) =0 se a € A ha ordine finito}
¢ un ideale di End(A).

(2K) (i) mostrare che la mappa ¥ : Z[X] — Z/2Z data da f — f(0) mod2 & un
omomorfismo suriettivo.

(ii) mostrare che ker(¥) e l'ideale (2, X).
(iii) Dimostrare che
Z1X]/(2, X) = 7./ 2.

2

(2.L) Sia R un anello e supponiamo che I'applicazione f : R — R data da f(z) = z* sia un

omomorfismo di anelli.
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(i) mostrare che R ¢ un anello commutativo.
(ii) mostrare che per ogni z € R si ha 4+ = = 0.
(iii) Dimostrare: se x € ker(f), allora 1 +x € R*.

(2.M) (Numeri duali.) Sia R un anello commutativo. L’anello Re] dei numeri duali su R

consiste delle espressioni a + be con a,b € R. L’addizione e moltiplicazione sono definite

e (a+0be)+(c+de) =(a+c)+ (b+d)e,
(a+be)-(c+de) = (ac)+ (ad + be)e.

(i) Mostrare che 2 = 0. Questa formula e le leggi della distributivita implicano la
formula generale per la moltiplicazione data sopra.

(ii) Dimostrare R[e] & R[X]/(X?).
(iii) Se R e un campo, allora I'anello R[e] ha esattamente tre ideali distinti.

(iv) Sia R un campo. Mostrare che ¢’¢ un isomorfismo di gruppi

Rle]" = R* x R.



