Corso di Laurea in Matematica - A.A. 99/00

Esame di Meccanica Razionale - 6 luglio 2000

1) Disegnare le orbite nello spazio delle fasi per un sistema unidimensionale con potenziale:
2 .
Ux) = ””(ai—”i;“f} nel semipiano x > —1.
Supponendo che la massa del sistema sia 1 (in opportune unita di misura), impostare un

procedimento per calcolare il periodo T dell’orbita corrispondente a E = 5/6.

Soluzione: Poiché U'(x) = (;:11)3, I'unico punto critico del potenziale ¢ il minimo z = 1;
U(1) = 3. U(x) ha un asintoto orizzontale per z — 400 e un asintoto verticale per z — —1F

e facile vedere che il grafico del potenziale e
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Per E > 1 abbiamo orbite aperte, la cui traiettoria e differenziabile ovunque e #(t) —

++E — 1 quando t — +o0.

-

-0\5]

Per ' = 1 abbiamo ancora un’orbita aperta, la cui traiettoria e differenziabile ovunque, ma
#(t) — 0 quando t — £o00. L’orbita passa per (0,0).
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Per £ = = c’¢ la sola orbita costante z(t) = 1, mentre per E < % non ci sono orbite.

Un metodo per calcolare il periodo e quello che usa la formula: T = , dove A(F) ¢ l'area

racchiusa dall’orbita. L’equazione dell’orbita é: E = p?/2+ m(mti;r?l’ per cuii valorl estremi della

x per £ =5/6 sono dati da: 5/6 = (Qig”l;gl, le cui soluzioni sono{z = 2 + \/§} A{r=2- \/§} .

Essendo Dorbita simmetrica si ha:

243 2 1
) =2 2/ \/E—x+m+ dz
2 Tz +1

da cui, dopo aver verificato che il teorema di derivazione sotto il segno di integrale e appli-
cabile,

243 1
= \/_ z+1) dr = 6\/§7T
E=5/6 2-V3 \/— ~x? + a: 6

Il calcolo dell’ultimo integrale €, con un po di buona volonta, fattibile, ma non e richiesto!
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2) Si consideri un sistema meccanico bidimensionale con spazio delle fasi R, coordinate
cartesiane x,y, p, e p, con Hamiltoniana H = p? + m%(pz +v).

a) trovare il moto nella regione p, > 0, p, > 0, con condizioni iniziali p, = 1, p, = 0,
xr =2,y = —1 risolvendo per separazione di variabili [’equazione di Hamilton-Jacobi.

b) mostrare che F = pi +y € una costante del moto.

(Ricordare che : [ 2v/aa? + cdz = /(az? + c¢) — y/carctanh \/(w\/;Jrc) e darctanhs _ _w211)

Soluzione: ponendo W(z,y) = W,(z) + W, (y) I'equazione di H.J. diventa:

cioe:

Per cui:

/ Va2E — Adx = \/(22E — A) — \/(—A) arctanh ———2— ( A>

Si ottiene quindi:

Wia.y. A E) = /@B~ A) ~ /[ aretanh —YLE_ 2 (A=)’

da cui:

VA
OW (2,5, A E) arctanh\/m—Q\/ (A—1y)\/(—A)

1
0A T2 (—A4)

o=

oW(z,y, A E) 1 (x2E — A)
OF 2 E
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Le equazioni del moto diventano A = E = & = 0 e 3 = 1 che integrate danno 8 = B(0) +t.
Si ottiene:

1V(@?E - 4) = 5(0) + ¢

2 E
Le condizioni iniziali danno: £ = 3/4 , A= —1, a = $ arctanh £ per cui si ha: 4/3 = 3(0)

e quindi:

r = /(44 8t + 3t?)
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1
y=-—-1-— Z(arctanh 3 arctanh e 3t)2

2
— Z arctanh?

1 1 1
= —1 — — arctanh® = + = arctanh — arctanh ———— _—
Y 1 272 2 B2+ 4) 4 (322 + 4)



-1.04
-1.03
-1%3
-1.04

-1.0§

Si noti che immediatamente e senza conti (se non quelli gia fatti) si trova che F' = pf/—l—y =A
e una costante del moto.



