25 MEDIE PESATE
Come combinare misure separate?

Esempio, 2 misure
Misura di A: xX=x,to,

Misura di B: X=Xz TO,

Se si1 effettua la media aritmetica:
X 4 + X B

2

st da’ eguale peso alle misure senza tener conto dell’incertezza,

che in generale possono essere diverse.

Calcoliamo la misura piu probabile.

Le misure siano distribuite normalmente, se X ¢ il valore vero, le
probabilita di ottenere x, € Xg sono rispettivamente:

1
P(x,)oc—ece

P(xB)ocLe
Op

(xA —X )2

2
20,
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se le misure sono indipendenti si ha

A
P(x,xp)=P(x,)P(xy) < e *
0,05

dove

2 (ay=X) (p=X)

¢ la somma dei quadrati:

Per 1l principio della massima verosimiglianza la miglior stima di

X si ha quando la probabilita ¢ massima e quindi 3> ¢ minimo:

R N B I
@X O'A O'B

da cui, ricavando X, si1 ottiene:
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definendo i pesi:

W)= Wp =773
Oy Op
si ha:
WAXA +WBXB
xbest - W, +w
A B

Il valore stimato si avvicina alla misura che pesa maggiormente,
cio¢ quella che ha una incertezza minore:

w,>WwW, <0, <0,

Se s1 hanno N misure:

xto x,to, x;xo; .. XyToy
N
inwz-
__i=1
xbest N 1
Wi="3
Wi con Gi

68



Note:

I 2
° O ; proporzionale all’inverso del quadrato
N X, +Xxp
= w, =W X —
e« 04=05 — W, B best )

Gbest —
e propagando gli errori si ottiene: \/ Zi Wi
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26 METODO DEI MINIMI QUADRATI
Regressione lineare.

Esempio legge fisica:

v=vptat
Si siano fatte misure delle quantita x e y, se disposte su un grafico
1 punti di coordinate x; € y; mostrano un andamento lineare,

possiamo cercare la retta di miglior accordo:

y=A+Bx
y y
b 1
™~ pendenza B }
/ ™~ intercetta, y = A
— X > X

(a) (b)

Supponiamo che:

e [’incertezza sulle x sia trascurabile
e le incertezze sulle y siano tutte uguali'

e le misure y; siano distribuite normalmente con G;i=ay.

'Se gli errori non sono tutti uguali il metodo puod essere comunque
applicato sostituendo ai valori y; le misure pesate sull’errore.
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Siano A e B 1 parametri della retta allora per ogni x; possiamo
calcolare il valore di y; corrispondente.

La probabilita di ottenere il valore osservato y; ¢:

B ()’i —A—Bx; )2
1 20"y2
PA,B (yi) o€ ——¢€

Oy

se abbiamo effettuato N coppie di misure indipendenti:

2

| 2
PA,B(yb““a yN) = PA,B(yl)““PA,B(yN) C—Ffr€ 2

dove

La migliore stima per 1 parametri A e B si ottiene per i valori

massimi di probabilita e quindi per 1 valor minimi di ¥ "

8;(2 2
4 TS 2 Zi(yi_A_Bxi) =0
y
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8;( = —TZX ABx =0

da cui si ottiene 1l sistema:

AN + Bzixl- = Zl.yl-
Azixi + BZixiz = Zixiyi

le cui soluzioni sono:

(Zixiz )(Ziyi )_(Zixi )(Zixiyi )
A

4 =

N(Zi Xi Vi )_(Zi Xj )(Ziyi )
A

A-N(Ex?)-(Zx )

L’incertezza suy e’:

B =

dove

—Z —A— Bx

O piu correttamente:
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2 1

T, T N L

(y i—A—Bx; )2

Il fattore N-2 corregge la sottostima dovuta la fatto che, come
mostrato prima, 1 valori di A e B rendono minima la sommatoria.
Dobbiamo dividere per N-2 perché abbiamo gia utilizzato i dati
per stimare 2 parametri (A e B) e quindi il numero di gradi liberta
si ¢ ridotto di 2. In generale se si sono stimati v parametri si

hanno

N-v gradi di liberta

differenza tra il numero delle misure e il numero di parametri
stimati.

Se avessimo solo 2 punti misuratt (N=2) la retta sarebbe
univocamente determinata ma 1’incertezza sarebbe massima, si

deve quindi avere

0
°y 70

Nel caso di N grande la differenza ¢ trascurabile.

Gli errori su A e B si ottengono propagando 1’errore su y:
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Regressione lineare pesata per errori variabili

Se gli errori sulle misure y non sono tutti uguali bisogna introdurre
il peso di ogni misura:

2
la variabile £ che deve essere minima per avere la massima
probabilita di ottenere le N misure di y, diventa:

i ABx):

i

N
= 2w Ao B |

i=l1

74



Derivando rispetto ad A e rispetto B € uguagliando le derivate a
zero si ottiene il sistema di equazioni da cui si ricavano 1
coefficienti A e B:

(Z Wy Xi )(Z ( W x)(ziwyixz’yi)

A

(2, N5 w5 i, 1)

A

A= (S, S, 0 ) (2w, x P

Le incertezze in A e B sono in questo caso:

dove

)
, WX,
A
2 Zi Wi
A
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Il metodo dei minimi quadrati puo essere esteso ad un generico
polinomio di grado n

y=A+Bx+Cx*+....+ Hx"

nel caso n=_2 si ha la regressione parabolica:

y=A+Bx+Cx’

Analogamente al caso precedente si ha la miglior stima per i

parametri A, B e C quando ¢ massima la probabilita di ottenere i

valori osservati y; . Questa s1 ottiene per 1 valor minimi di x -

derivando rispetto ad A, B e C e ponendo uguali a zero le derivate
s1 ottengono 1’equazioni normali:

AN + B x, + CQ x> = Dy,
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Azixi + BZixiz + Czixi3 = Zixiyi
Azixiz + BZixi3 + CZixi4 = Zixizyi

Risolvendo questo sistema si ottengono le stime per 1 parametri A,
BeC.

In linea di principio a qualunque funzione y=f(x) puo essere
applicato 1l metodo, in pratica non sempre il sistema di equazioni

normali ¢ risolvibile in maniera semplice o ¢ impossibile.
Regressione esponenziale

Consideriamo si abbia una relazione esponenziale tra le variabili x

ey
Yy = Ae™

dobbiamo determinare le costanti A e B.

La relazione esponenziale puo essere linearizzata:

z=Iny=InA+ Bx

S1 puo verificare la relazione lineare tra 1 valori di x e quelli di z

graficando in scala semi-logaritmica 1 dati x,y.
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Ponendo A’=InA si calcolano i coefficienti A’ e B tramite una

regressione lineare dei dati (Xj,Z;), essendo z; il logaritmo di y;.

bl

Infine si calcola AZGA

S1 noti che I’ipotesi fatta per la regressione lineare che gli errori su

y; fossero tutti uguali non ¢ piu valida, infatti:

dz o,
O =—0O

Cody Ty

a rigore bisognerebbe applicare il metodo dei minimi quadrati

pesati, spesso pero si applica il metodo normale essendo la

variazione di G, piccola.
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27 COVARIANZA E CORRELAZIONE

Supponiamo che per misurare la quantita q(x,y) st misurino N

coppie di valori x;, y; da cui si possono ricavare N valori di:

q, ZQ(xiayz')

Assumiamo di avere piccole incertezze e che tutti 1 numeri X;, y;

siano vicini rispettivamente a X e Y allora si puo approssimare:

__\ O N O _
q; = Q(xia)’i)z q(x,y)+a—q(xl- _x)"‘_q(J’i _J’)
X oy

dove le derivate sono calcolate nel punto X = X | Y=Y

sono quindi tutte uguali.

Si ha:
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Essendo i1l secondo ¢ 1l terzo termine nulli s1 ha:

g =4q(x.y)
L deviazione standard degli N valori q; €

, I v
Oy _ﬁ;(qi_q)

e sostituendo le relazioni precedenti

Definendo covarianza di x e y la quantita :
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5y = (5F)7)

i=l1

(si noti che ha dimensioni di una varianza (%))

s1 ottiene:

2
0 0
o 0§+ b B S i S

T ox oy Ox Oy
Questa espressione fornisce la deviazione standard di q sia che le

misure siano o non siano indipendenti e distribuite normalmente.

Se le grandezze sono indipendenti, dopo molte misure, la

covarianza tende a zero.

La covarianza dipende dal segno dei termini (xi —X ) e

(J’i_)_/). Essi

possono essere entrambi sempre positivi
(sovrastima), entrambi sempre negativi (sottostima) o sempre
discordi, solo se non sono indipendenti. Se invece sono
indipendenti il prodotto di questi termini potra essere positivo o
negativo € quindi la somma per un gran numero di valori sara
nulla.
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Quindi per misure X ¢ y indipendenti si ha:

2 2
0 0
o2 =(%) 52, %] 52
Ox oy

Se le misure x e y non sono indipendenti si ha

o #0
Xy

le misure x € y sono correlate.

Si puo dimostrare che vale la disuguaglianza di Schwarz:

B

| Gxdy
da cui si ha:
7 2
quﬁ % o2+ % 0§+2@%0x0y:
Ox oy ox Oy
- 2
|4 4%

| Ox Yoy y_



cioe

2, Jadl,
T ox oy|

quindi
0 %
ol [ods,
ox 6y costituisce un limite superiore per

I’incertezza di q sia che gli errori su x € y siano o non siano

indipendenti € normalmente distribuiti.
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Coefficiente di correlazione

Consideriamo due variabili misurate x e y

60

50

40

Lunghezza (cm) —

0 2 4 6 8 10)

Massa (kg) —

Vogliamo verificare se esiste una relazione lineare tra esse:

y=A+Bx

Possiamo per esempio applicare il metodo dei minimi quadrati e
poi conoscendo ’errore verificare se 1 punti giacciono

sufficientemente vicini alla retta di regressione.

Se non conosciamo [’errore dobbiamo agire diversamente.

84



Notiamo che una relazione lineare implica che le variabili siano
correlate (anche se in generale possono essere legate da una

relazione non necessariamente lineare).

Definiamo il coefficiente di correlazione:

T Sl
Jz %) 35~ )

dalla disuguaglianza di Schwarz si ha:

- 1< r<l

infatti se vale la relazione lineare:

Yy, = A+ Bxl,
per ogni (x;, y;) allora si ha anche:
y=A4A+ Bx

e quindi, sottraendo membro a membro:

y, =y = B(xl-—)_c)
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per qualunque i, € sostituendo in 7:
BY.(x, x)2
Al 27 "

Se B>0 allora r=1, se B<O0 allora r=-1, nel caso di correlazione

lineare.

Nella pratica,

e se le variabili sono correlate linearmente 7* —> 1 per N

grande
e se le variabili non sono correlate » —> 0 per N grande

o se ¥ —> —1 1a correlazione & negativa.

SIGNIFICATO QUANTITATIVO DI r

Sia
PN (‘7" 2 7"0)
la probabilita che N misure di 2 variabili non correlate diano un

coefficiente di correlazione r piu grande di un particolare r,.

Questa probabilita puo essere ricavata, per esempio da tabelle:
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Tabella La probabilita Py (|r| > ro) che N misure di due
variabili non correlate r ed y producano un coefficiente di
correlazione con |r| > ry. I valori dati sono probabilita
percentuali e gli spazi vuoti indicano valori inferiori allo 0,05%

o
N 0 01 02 03 04 05 06 0,7 0.8 09 ]

3 100 94 87 81 74 67 5H9 51 41 29 O
6 100 8 70 56 43 31 21 12 6 1 0
10 100 78 58 40 25 14 7 2 0,5 0
20 100 67 40 20 8 2 0,5 0,1 0

50 100 49 16 3 0,4 0

Nota: per ro=1 si ha 0 perché r ¢ una variabile continua e quindi la probabilita di ottenere

esattamente un valore € nulla

e se¢ Py ¢ grande le variabili non sono correlate

e se¢ Py ¢ piccolo le variabili sono correlate

Al crescere di N la probabilita che le misure non correlate diano

‘V‘ 27, diminuisce, infatti per N —> % giha 7 —> 0 ( quindi

minore di qualunque r,).

P,(r|=zr)<5%

correlazione significativa

P,(ri=zr)<1%

correlazione altamente significativa
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Esempio:

_ 0
N=3 r,=0.7 siha PN(‘F‘ZFO)_SIA)
dire che le variabili siano correlate

_ 0
N=3 r,=0.9 siha PN("/‘ZFO)_ng)
dire che le variabili siano correlate

N=6 r,=0.7 siha PN(‘F‘ZI‘O)le%

sufficiente per dire che le variabili siano correlate.

non possiamo

non possiamo

non ¢

N=20 r.=0.7 siha PN(MZ%):O-I% la

correlazione ¢ altamente significativa.
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ALCUNE PRECISAZIONI SUI CONCETTI DI COVARIANZA
E CORRELAZIONE

Per variabili aleatorie indipendenti la covarianza e quindi anche 1l
coefficiente di correlazione, sono nulli. Tuttavia non ¢ vero il
contrario: la covarianza e la correlazione possono essere nulle ma

le variabili dipendenti:

a Indipendenza delle variabili implica correlazione nulla
a Correlazione nulla non  1mplica  necessariamente

indipendenza delle variabili

S1 puo formulare il seguente Teorema:
Condizione necessaria ma non sufficiente affinché due variabili

siano indipendenti e che esse non siano correlate
Il coefficiente di correlazione non puo essere preso quindi come
indicatore assoluto di dipendenza tra due variabili, esso puo
indicare se tra le variabili ¢’¢ dipendenza lineare:

a se r =l esiste dipendenza lineare (positiva o negativa)

Consideriamo 1l seguente esempio.
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Siano U e V due variabili con la stessa distribuzione di probabilita,
sitano X=U+V e Y=U-V, per esempio U sia il lancio di un dado e

V 1l lancio di un secondo dado, allora:

%Zixiyi :%Ziu? _%Ziv? =0

quindi:

Oxy :% i(xi _;Xyi _;):izixiyi _;;:O

La covarianza (e quindi anche il coefficiente di correlazione) ¢

nulla ma le variabili (X € Y) non sono indipendenti.

Infine si noti che se la correlazione tra due variabili non ¢ lineare
il coefficiente di correlazione r perde di significato, quindi non
puo essere utilizzato per determinare il grado di legame tra le
variabili stesse. In questi casi si deve far uso del rapporto di

correlazione empirica di Pearson.

90



28 DISTRIBUZIONE BINOMIALE

Supponiamo di lanciare 3 dadi e volere calcolare la probabilita di
ottenere v=20, 1, 2, 3 assi.

La probabilita di ottenere una asso con un dado ¢ 1/6, quindi la
probabilita di ottenere 3 assi con 3 dadi (n=3, equivalente ad

effettuare 3 lanci di un unico dado) ¢:

3
plo=3,n=3) = (é) ~ 0.5%

La probabilita di ottenere 2 assi (v = 2) in 3 lanci (evento A) ¢ per

esempio:

2
p(A,A,nonA) = (é] (Zj ~ 2.3%

essendo 5/6 la probabilita di non ottenere un asso.

Lo stesso risultato si pud pero ottenere anche con (A,non A, A) e

(non A, A, A). Quindi si ha:

2
plo=2,n=3) = 3(2) (Zj ~ 6.9%
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analogamente si puo calcolare la probabilita di ottenere un solo

asso 1n 3 lanci (34.7%) e nessun asso 1n 3 lanci (57.9%).

_:‘:'IJ!I .|_I i

F _11411'”-”

assi in 3 lanci) —

J“{'.'

0 I 2 3

Si abbiano n prove indipendenti con:
D probabilita di successo

e q=1-p probabilita di insuccesso

La probabilita di ottenere v successi in n prove:
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dove

e 1l coefficiente binomiale.

Lo sviluppo binomiale ¢

n

(p+q) =2 ")

v=0

la distribuzione binomiale é:

Bn,p (U) — 1}//1 puqn—u
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Esempio: calcoliamo la probabilita di trovare 2 assi in 3 lanci:

L=2, n=3,

e D" probabilita di ottenere tutti i successi in v prove

° qn_u probabilita di ottenere insuccessi in tutte le rimanenti

prove

n

V') il numero di diversi ordini in cui si possono ottenere

L successi in n prove.
Proprieta della distribuzione binomiale

Dalla sviluppo binomiale essendo p+q=1 si ha la condizione di

normalizzazione.



Valor medio:

n
P n U n—uv
U = L
y P 4
v=I
ed essendo
n n! (n—l)‘ n—1
0, =D =
y (n—v)v! (n—v J(o-1)! y—1
e quindi
n
—_ n—l v—1 n-v
U =np b1 p q = np
(v-1)=0

avendo posto m=n-1 e k=v-1
Deviazione standard:

Si puo dimostrare che per una qualunque distribuzione vale la

relazione:
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infatti

0')% =(x—;)2 =x2—2x;+(;)2 =

2 =2+ (xf =x? = (xf

Quindi possiamo calcolare la varianza della distribuzione

binomiale come segue:

n
2 _ 2l n v -V 2
O, — E,U p'q"" = (up)
1%
v=0
dove il primo termine a destra dell’uguale, ponendo

02 = U(U—l)+ U diventa:
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n(n — 1)p2( Z) (u—(;)?(i)iu)! 2" np =
v—2)=0

2
n(n — 1) p°+np
avendo posto m=n-2 e k=v-2, quindi

3 = n(n —l)p2 + np —(np)2 = np(l—p)

6, =np(l—p) =+lnpq

Se p=1/2 (esempio lancio di una moneta) 1l numero medio di

O

successi ¢ proprio n/2, inoltre la distribuzione ¢ simmetrica:

Bn,l/z(U) = Bn,l/Z(n — V)

Esempio:
Si lanci 4 volte una moneta (n=4) possiamo facilmente calcolare le

probabilita che escano v
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p(v,n=4) =

test

4 lanci, essendo p=q=1/2 :

per esempio:

P (v teste in 4 lanci) —

4

| 4

|

G-

4
p(0=0,n=4) = @j = 0.0625

"T'U“n o

0

37.5%
25% 25%
6,25% 6.25%
() | 5, 3 4
Vo
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Si puo dimostrare che per n grande la distribuzione binomiale

tende alla distribuzione Gaussiana:

Bn,p (U) ~ GX,CT (U)

con
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1/4

p:

—()"g

-~
«
—'

V —

n =48

10% -

—()"g

(c)

5% -

ol

20

16

12

v—"
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Possiamo ora giustificare I’affermazione per cui una misura

soggetta a molti piccoli errori casuali € distribuita normalmente.

Se X ¢ 1l valore vero assumiamo che le misure siano affette solo
da errori casuali indipendenti, con n sorgenti di errore. Se questi
errori hanno la stessa dimensione fissata € allora per ogni sorgente
s1 puo avere con uguale probabilita (1/2) una sovrastima o una
sottostima di X:

x=X+¢ 0 x=X-¢ ugualmente probabili
Se le sorgenti sono 2 si puo avere:
x=X+2¢, x=X (gli errori si annullano) oppure x=X-2¢
In generale per n sorgenti, se v danno errori positivi (n-v) negativi
st ha:

x = X+vg - (n-v)e = X+(2v-n)e
La probabilita di ottenere questo risultato ¢ dato dalla

distribuzione binomiale

P(v erroripositivi)) = B, , (V)
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X-10¢ X X+ 10¢

essendo

o, =+/np(1- p) =\/§

n—>woe €0

o =edn

binomiale s1 approssima alla distribuzione gaussiana con centro X

ponendo

in modo che rimanga finita, la distribuzione

e larghezza Gx . Inoltre poiché &—0 la distribuzione

discreta tende ad una distribuzione continua che ¢ appunto la

gaussiana.
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Verifica di ipotesi

e Esempio: verifica dell’efficacia di una sciolina

Se effettuiamo 10 prove quante volte si deve verificare che gli sci

trattati con la nuova sciolina siano piu veloci, perché si possa dire

che la sciolina € veramente efficace?

Ipotesi statistica:
Ipotesi nulla:la nuova sciolina non provoca alcun
effetto

Se ’1potesi nulla € corretta la probabilita di vincere per uno sci

trattato rispetto ad uno non trattato ¢ p=1/2

La probabilita che gli sci trattati ottengano v successi ¢:

P(v vittorie in 10 corse) = By 1, (V)

o0 ()"

~ (10— ) 2

la probabilita che gli sci trattati vincano 10 corse ¢ quindi 0.1%.

Se gli sci trattati vincessero tutte le 10 corse sarebbe molto

improbabile che I’ipotesi nulla sia corretta.
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Supponiamo che le vittorie siano 8 su 10 corse.

La probabilita di 8 o piu vittorie ¢:

P(8 o piu vittorie in 10 corse)=

= P(8 vittorie)+P(9 vittorie)+P(10 vittorie)= 5.5%

Si hanno 2 possibilita:
a) I’1potesi nulla € corretta ma per caso ¢ capitato un evento
improbabile

b) ’1potesi nulla ¢ falsa: la sciolina ¢ efficace

Si fissa un limite, p.e. il 5% (risultato significativo) o 1% (risultato
altamente significativo) al di sotto del quale rifiutiamo 1’1potesi

nulla (alternativa b).

Nel nostro caso 5.5% il risultato non ¢ significativo e non ¢
sufficiente per concludere che la sciolina funziona. Se avessimo
ottenuto 10 vittorie (P=0.1%) il risultato sarebbe altamente

significativo e potremmo concludere che la sciolina funziona.
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PROCEDIMENTO GENERALE

e n prove indipendenti con due sole possibilita: successo o
1nsuccesso

e ipotesi: st assume un valore per la probabilita di successo p

¢ il numero medio di successi in n prove € np

¢ se il numero di successi v ¢ vicino a np allora non c¢’¢ ragione
di dubitare che I’1potesi sia corretta.

e se il numero di successi v ¢ sensibilmente piu grande di np,
calcoliamo la probabilita, secondo I’ipotesi, di ottenere v
successi o pil.

e Se questa probabilita e’ minore del livello di significativita
(5% o 1%), 1l valore osservato € improbabile e quindi
I’1potesi deve essere rigettata.

e se il numero di successi v € sensibilmente piu piccolo del
valore medio np, dovremo calcolare la probabilita di ottenere

V successi 0 meno e procedere in maniera analoga.
S1 noti che in alcuni casi la probabilita rilevante € la probabilita a

due code di ottenere un risultato che differisca dalla media attesa

di tanto quanto 1l valore realmente ottenuto o piu.
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29 DISTRIBUZIONE DI POISSON

S1 voglia calcolare la probabilita di effettuare v conteggi di eventi
in un intervallo di tempo definito, se i1l numero di esperimenti n ¢
grande e la probabilita p degli eventi € piccola (eventi rari), allora
la distribuzione binomiale puo essere approssimata dalla

distribuzione di Poisson:

¥,
P, (U) —e ¥ %

I € un parametro positivo.

Caratteristiche della distribuzione:

Condizione di normalizzazione:

UZ’:;P#(U) Z’:;,u_' 1

essendo
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Valor medio

00 00 L
D = ZUPﬂ(U): Zue_“% =
v=0 v=0

;IU_I
pe * Z = e fel = p
e (u — 1).
avendo posto e k=v-1 ed essendo
2 3
e =1+ u+ Y

20 3

107



Deviazione standard

utilizzando l'uguaglianza UV = U(U_l)+ U siha

iuze_ﬂﬂ_u_—z _
— )
C H C 1’ 2
BN -u M =
2. U(U l)e o +UZ:(;U€ -
pre™t i i t =t =g
970 (0_2)'
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Negli esperimenti di conteggio la deviazione standard ¢ uguale

alla radice del valor medio.

Esempio, decadimenti radioattivi
Un campione di torio radioattivo emette particelle alfa ad un tasso

di 1.5 al minuto
Quale ¢ la probabilita di osservare v particelle per v=0, 1,2, 3,4 ¢
per v = 5 in 2 minuti?
Il valore atteso ¢ 1l prodotto tra il tasso medio e il periodo (T=2
min. )

u=15x2=3
Si noti che non significa che ci aspettiamo di trovare 3 particelle in

qualsiasi singola prova ma,
U
33

P(U particelle) = B (U) =€ —
V!
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da cui, per v =3

P,(3)

53
=€

3!

quindi si1 trovera 3 solo nel 22% dei casi.

=0.22 =22%

20% |
r =
2 10% +
Q:‘.
oL | |
0 1 2 3 4 5 6 9
V—>
Si ha:
Vv 0 1 2 3 4
P3 (U) 5% 15% 22% 22% 17%
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Py(v25)=100%~P;(0)- P (1)~ A (2)- B(3)- B;(4) = 19%

Utilizzando il principio della massima verosimiglianza si dimostra
che se effettuiamo un esperimento di conteggio una volta trovando

come risultato v si ha:

Iubest =U

¢ quindi, come risultato possiamo scrivere

Ui\/;

Se invece ripetiamo l'esperimento N volte si ha:

1 N
lleest = N;Ui

M —> 0

s1 ha:

P,(v)= Gy, (v)

S1 pud mostrare che per

con
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15% I
T~
1 0%} / \ pn=9
L o / 5
& 4 i
| I
i [
0 ___‘.--'./I Iqxl“"'--l.__..
0 5 10 15
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30 TEST DEL CHI-QUADRATO (y°)

Supponiamo di voler confrontare la distribuzione di una serie di

misure con una distribuzione teorica attesa.
S1 abbiano N misure ed n intervalli con k=1, 2,.....,n
e Sia Oy 1l numero di osservazioni che cadono nell’intervallo k-
€sS1mo
e Sia E; 1l numero di misure nell’intervallo atteso secondo la

distribuzione teorica

Definiamo la variabile y*:

Se X =N I’accordo € accettabile

2
Se X ->n il disaccordo ¢ significativo
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Infatti, se ripetessimo tante volte la serie di misure, allora il
numero di misure in ogni intervallo equivarrebbe ad un
esperimento di conteggio con distribuzione di probabilita di

Poisson. Il valore medio e la deviazione standard saranno quindi:

5k:Ek . GOk:VEk

Se I’accordo ¢ buono ci si aspetta che la differenza tra valori
osservati e valori attesi sia paragonabile alla dimensione attesa

delle fluttuazioni:

Ok — By )2 ~ by

e quindi

Per trovare Ey st moltiplica la probabilita corrispondente

all'intervallo k-esimo per il numero totale di misure N:
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Ek:};{xN

Esempio distribuzione normale.

S1 abbiano N=40 dati misurati da cui si stimano 1 parametri:

] & | -

X=—3>x o= ﬁZ(xl.—)()2

i=1

T NUIMEero valori (-)f.r' gsservazionit _|
- k T Oy
| nell’intervallo nell intervallo nellintervallo
1 r< X —o (o x < 683.,3) X
2 X—o<z<X (06833<z<730,1) 10
3 X<z<X+o (07301 <z< 776,9) 16
4 X+o<z (o 776.9 < x) 6
Prob, Prob,

Prob, | Prob,

X-o X X+o
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Pz+P3=68%:>Pz:P3=O.34

B+ P = (100—68)% =32% = K =P =0.16

mmtervallo  probabilita numero atteso NUMEro 0sservato
ke P,-.- f } - "\1” - f:"
| 1697 6.4 a
2 347 13,6 1)
3 34% 13,6 16
4 169 6,4 4
N=40
S1 ha:
n 2
2 N (OB ) _
¥ = =
k=1 k
2 2 2 2
(1.6) (-3.6) (24) (-04) 20
+ + - = 1.
6.4 13.6 13.6 6.4
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CASO DI UNA VARIABILE CONTINUA

Sia f(x) la distribuzione attesa, allora

b
P(a <x<b)=jf(x)dx

quindi per il k-esimo intervallo, 1l numero atteso di misure dopo N

misure totali €

Af+1
E =NxP(a, <x<a,  )=N jf(x)dx
ag

CASO DI UNA VARIABILE DISCRETA

Nel caso di una variabile discreta puo non essere necessario
definire gli intervalli possiamo infatti considerare 1 valori
‘puntuali’ di probabilita. Tuttavia in alcuni casi puo essere utile
raggruppare risultati diversi in un unico intervallo, come

nell’esempio mostrato in tabella.
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Tabella Occorrenza attesa di v assi (v = 0,1,....5) dopo aver
lanciato cinque dadi 200 volte
OCCOTETZ¢ numero dell intervallo numero atteso |
risultato attese k E,
Nessin asso 50,4 | 50,4
1uno 20,4 2 80,4
due 32.2 3 32.2
tre 6,4
quattro 0,6 ! 7,0
cingue 0,03

S1 osservi che in generale gli intervalli devono essere scelti in

modo tale da avere

E 25

Inoltre 1l numero di intervalli (e di conseguenza il numero totale di

misure) non deve essere troppo piccolo.

2
Altre forme di X

In generale si puo definire una variabile come:
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n
2 Z valore osservato —valore atteso

Z =

=1 deviazione standard

Si puo per esempio verificare la regressione del tipo y={(x):
sia I’incertezza su x trascurabile e quella sulle y, nota e uguale a

oy, allora

2
2 vi—J (x;)

Numero di gradi di liberta

S1 definisce numero di gradi di liberta d 1l numero di dati misurati
meno il numero di parametri da determinare dai dati:
d=n-c
2
Nel caso del X precedentemente studiato n corrisponde al
numero di intervalli e ¢ € il numero di parametri calcolati dai dati

per ottenere 1 valori attesi (vincoli)
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Se s1 usa la relazione s1 ha c=1

_—
k=1

Se si stimano 1 parametri della distribuzione gaussiana X e &

allora ¢c=3
Deve sempre essere d > 1

S1 puo dimostrare che il valor medio del chi-quadro tende al

numero di gradi di liberta:

2
y (atteso) =d
Quindi se 1l risultato del test indica che si ha:

2
e >>d

allora 1’esito ¢ negativo.

Si noti che poiché
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2
se C cresce , X diminuisce, 1n accordo con il fatto che 1

parametri sono stati calcolati con 1 dati e quindi I’accordo deve

migliorare.

Si definisce chi-quadro ridotto la variabile:

2
7 =—

d

per quanto visto in precedenza si ha:

7% (atteso) = 1

Quindi se troviamo

non dobbiamo dubitare della distribuzione attesa, se invece

2
y > 1

allora ¢ improbabile che la distribuzione attesa sia corretta.
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)
Probabilita del 4

Dobbiamo definire quanto maggiore di uno deve essere il chi-

quadro ridotto perche I’1potesi sia scartata.

Esempio
2

£ =4 ¢ sufficientemente maggiore di uno per scartare

I’1potesi?

2

~~

Supponiamo di aver calcolato 0 (osservato), si puo calcolare

2

~~

la probabilita di ottenere un valore maggiore o uguale di *~ 0 |
nell’ipotesi che le misure siano distribuite secondo la distribuzione

attesa:
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2

~~

se questa probabilita ¢ alta allora il valore *~ 0 ¢ accettabile e
non vi ¢ motivo di rigettare la distribuzione attesa.

Il livello di accettazione (significativita) ¢ scelto a priori, per
esempio 5% (o 1%).

Se
P(y 2x,)=5%

allora si deve rigettare I’ipotesi.

La probabilita P ¢ funzione del numero di gradi di liberta e si puo

ricavare dalle tabelle.

~2

Xo
d 0o 02 05 075 10 1,25 1,5 1,7 2 3 4 5 6
1 100 62 48 39 32 26 22 19 16 8 5 3 1
2 100 78 61 47 37 29 22 17 14 5 2 07 0,2
3. 100 8 68 52 39 29 21 15 11 3 0,7 02
5 100 94 78 59 42 28 19 12 8 0,1
10 100 99 89 68 44 25 13 6 3 01
15 100 100 94 73 45 23 10 4 1




S1 osservi che:

e Il calcolo di queste probabilita tratta 1 numeri osservati Oy
come variabili continue che sono distribuite gaussianamente
attorno ai valor1 attesi E,.

e (O € un variabile discreta distribuita secondo la distribuzione
di Poisson

e (Questa distribuzione ¢ ben approssimata da quella di Gauss
s€ 1 numeri in gi0co non sono troppo piccoli.

e Per questo il conteggio atteso per ogni intervallo Ex non deve
essere troppo piccolo (almeno 5) e cosi pure 1l numero di

intervalli.
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2
ESEMPI SUL TEST DEL X

Esempio 1

Distribuzione gaussiana

Tabella Misure delle altezze di 200 maschi adulti
intervalls intervell numero (. numere By
k di altezze osserviatio atteso
1 minore di X — 1.5 14 13.4
2 ira X —1hceX —¢ 29 15.3
3 tra X —ge X — 0,37 30 30.0
4 tra X — 000 e X 27 38,3
5 tra X e X - 0.5¢ 28 38.3
B tra X +05b0e X 4+ o 31 30,0
7 tra X +a7e X + 1.57 28 18,3
8 prii di X 4 1,5¢ 13 13,4

Per calcolare i valori attesi Ei si sono utilizzati 3 parametri X, G, €

il numero totale del campione N, quindi

d=8-3=5

128: Ok Ek) - 35
k=1

Essendo maggiore di 1 si sospetta che le altezze non seguano la

distribuzione gaussiana.
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Dalle tabelle si ha:

P(7 23.5)=05%

quindi € molto improbabile che le altezze siano distribuite

normalmente.

Possiamo rifiutare I’ipotesi di distribuzione normale al livello di

significativita dell’1%.

Esempio 2

Se 1 dadi sono buoni si deve ottenere una distribuzione binomiale.

Tahbella Distribuzione del mouero ol asst in 200 Tancd di 5
cleaci
iterontlo risedfold nageTo By naerreero (g
k per tnbernalio nlieso pssernalo
1 TLCHSTT1E SSE ! ()
2 11 HESH0 50,4 s
3 clue assi 32,2 39
4 3.3 o b asgsi 7.0 13

Si hanno 4 intervalli e 1 vincolo (il numero totale di dati, nessun

parametro da determinare con 1 dati).
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Il numero atteso Ey ¢’ dato dal prodotto di N=200 dati totali per la

probabilita data dalla distribuzione binomiale Bs j5(V).

4
1l

32 (0, Ek = 4.16
k=1

P(7 24.16) = 0.7%

se 1 dadi sono buoni.

Quindi si conclude che 1 dadi sono quasi certamente non buoni.
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Esempio 3

Distribuzione di Poisson per conteggi.

Numeri di particelle di raggi cosmici osservati in 100 intervalli distinti

Conteggi vin 1 accadimenti Numero intervallo Ok Ex
minuto k
Nessuno 7 1 7 7.5
Uno 17 2 17 19.4
Due 29 3 29 25.2
Tre 20 4 20 21.7
Quattro 16 5 16 14.1
Cinque 8 |
Sei 1|
Sette 2| 6 11 12.1
Otto o piu 0|
totale 100

L’analisi dei numeri della seconda colonna suggerisce
immediatamente di raggruppare tutti 1 conteggi per v = 5.

Per calcolare 1 numeri attesi Ey, si € stimato 1l parametro p della

distribuzione di Poisson come U (s1 dimostra facilmente che
questa ¢ la miglior stima); inoltre si ¢ usato il numero totale delle

osservazioni N. Quindi 1 gradi di liberta sono d=6-2=4. Si ha:

~2 _ 1 6 (O-E.)
7 _Z; £ - 0.35
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P(7" = 035) = 85%

Quindi non ¢’¢ motivo di dubitare della distribuzione di Poisson
attesa.

Si noti che 1l valore atteso per il chi-quadro ridotto ¢ 1 quindi il
fatto che il risultato sia minore di uno ¢ solo una fluttuazione dal
valore medio e non da una evidenza maggiore che la distribuzione

sia quella di Poisson.
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31 TEST DI STUDENT

Sia X una variabile casuale distribuita come il y* con N gradi di
liberta ed u una seconda variabile casuale, indipendente dalla
prima e avente distribuzione normale standardizza (valor medio

nullo e varianza 1).

Consideriamo la nuova variabile casuale ¢ definita attraverso la:
u
X

S1 puo dimostrare che la funzione densita di probabilita relativa

alla variabile casuale ¢ e’ data dalla

T
f(t;N): = N+l
22

1+—

N

che si chiama distribuzione di Student ad N gradi di liberta.

Il coefficiente Ty € una costante che viene fissata dalla condizione

di normalizzazione.
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Se N viene fatto tendere all’infinito il denominatore della funzione

t2

tende a €° e dunque la distribuzione di Student tende alla

distribuzione normale con media 0 e varianza 1.

Anche la forma della funzione di Student ricorda molto quella
Normale, soltanto, rispetto a dati che seguano questa
distribuzione, valori elevati dello scarto sono relativamente piu

probabili.

(Per N>35 la distribuzione di Student si pud approssimare con la

distribuzione Normale con media 0 e varianza 1).

La distribuzione di Student ¢ simmetrica, quindi tutti 1 momenti di
ordine dispari (compreso il valor medio) sono nulli; mentre la

varianza della distribuzione &

VAR(f) = ——
N -2 (se N>2)
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Indicando con x la media aritmetica di un campione di

dimensione N, estratto a caso da una popolazione con

C : : 2
distribuzione Normale, avente valore medio # e varianza O e
con s la stima della deviazione standard ottenuta dal campione

stesso:

2 Zi (xi _;)2

S =
N -1

e considerando che la variabile casuale

2
S

2
O

(v-1)

¢ distribuita come il %* ad N-1 gradi di liberta e inoltre

x—

9

JN
segue la legge normale con media 0 e varianza 1, si ha che la
variabile casuale

u =

u X —
t = -1 A

S
W=Dz W
N-1

segue la distribuzione di Student ad N-1 gradi di liberta.
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Quando la dimensione del campione non ¢ sufficientemente
grande da poter utilizzare 1’approssimazione normale (piccoli
campioni), € necessario usare le distribuzioni esatte delle variabili

campionarie di cui ci si serve per effettuare il test.

S1 voglia effettuare il confronto tra diversi campioni, piu
precisamente tra due medie campionarie (o = 1,2), stimando la

varianza della popolazione in basi ai dati stessi.

n
Indichiamo con ¢ il numero di misure, con =~ ¢ la media del

2
S

campione e con ¢ la varianza campionaria:

S; = 1_1 Zi(yai _J_/a)z

Ny

Si hanno due campioni:

_ 2

n S

Campione 1: 1 yl ;1
_ 2

n S
Campione 2: 2 Y 2 72
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H =
Vogliamo verificare I’ipotesi nulla: ~ © Hy H;

che 1 valori medi siano uguali, cioe 1 due campioni provengono

dalla stessa popolazione. La differenza tra le medie campionarie

y

;= )71_3—/2_(ﬂ1_ﬂ2)

4 _
S)’l —)2

v=n +n, —2
con un numero di gradi di liberta 1 2

che per I’ipotesi nulla diventa:

N=V2
[ =
v S_ _
Y1=>2
2

La stima campionaria della varianza — Y17)2 | indicata con

2

Y1=Y2 | s1 ottiene tramite la seguente espressione:

17 segue la distribuzione di Student nella variabile:

(”1 + ”2) (”1 — 1)512 + (n2 — 1)522

R\ (= 1)+ (n, ~1)
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Il test ¢ bilaterale (a due code), prefissato il livello di
significativita ad esempio al 5% se il valore assoluto della
variabile t, di Student ¢ maggiore del valore critico corrispondente
al 5% con v gradi di liberta (ricavabile dalle tabelle), si1 deve

rifiutare 1’ipotesi, altrimenti si accetta I’ipotesi nulla.

Esempio:

Si abbiano 2 campioni:

n =10 y,=79.0 8 =07

ny =10 7, =810 S, =047

V:n1+n2—2:18

con gradi di liberta.
n. =n, =n
Essendo 1 2 s1 ha:
2 2
L S| +8,
Y17 V2 n

e quindi
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;o= y12—y22 = 775
v S;{+S;

n

Il valore critico al livello del 5% con v =18 e:

t .o=2.1
crit
quindi I’ipotesi nulla che 1 campioni provengano dalla stessa

popolazione deve essere rifiutata, i due campioni sono

incompatibili.
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TABELLE

Tabclla

\

ies S
it probalilith pereentale Py

spad Dianehi indicane probabiling sdnort di 0%

oo i oneenere oo ovalore di
. . I - ) . . . [ B
vl esperimento cond gradi di liberras eome Dndione dl ¢ e yD (G

)-Y_H

d 0 05 10 13 20 25 30 35 4D 45 A0 55 60 80 100
1160 48 32 22 16 11 83 61 46 34 25 19 14 05 02
2180 61 37 22 14 82 S0 30 18 11 07 04 02
3000 68 39 21 11 58 29 15 07 04 02 01
4100 74 41 20 92 40 17 07 02 01 01
5100 78 42 19 75 29 10 04 01

D 02 64 06 08 10 12 14 16 18 20 22 24 26 28 30
i 100 65 53 44 37 32 27 24 21 18 16 14 12 11 94 83
2 100 B2 67 55 45 37 30 25 20 17 W 11 %1 74 61 50
3100 9% 75 61 49 39 31 24 19 14 1l 86 66 50 38 29
4 100 %4 81 66 52 41 31 23 17 13 92 66 48 34 24 17
S 100 9% 85 70 55 42 31 22 16 11 75 51 35 23 16 10
6 100 98 88 73 57 42 30 21 14 95 62 40 25 16 10 06
7100 99 90 76 59 43 30 20 13 82 51 31 19 11 07 04
8 100 99 92 78 60 43 29 19 12 72 42 24 14 08 04 02
9 100 99 54 80 62 44 20 18 11 63 35 19 10 05 03 01
0100 100 95 82 63 44 20 17 10 55 29 15 08 04 02 03
11 100 100 66 83 64 44 28 16 91 48 24 12 06 03 01 01
12 100 100 96 84 65 45 28 16 84 42 20 09 04 02 01
13 100 100 97 86 66 45 27 15 77 37 17 07 03 04 0l
14 100 100 98 87 67 45 27 14 71 33 14 06 02 01
15 100 100 98 88 68 45 26 14 65 29 12 05 02 0.
L6 100 100 98 89 69 45 26 13 60 25 10 04 0.1
17 100 100 99 90 70 45 25 12 55 22 08 03 0.1
18 100 100 99 90 70 46 25 12 51 20 07 02 01
19 100 100 99 91 71 46 25 1F 47 17 06 02 01
20 100 100 99 92 72 46 24 11 43 15 05 01
22 100 100 99 93 73 46 23 10 37 12 04 01
24100 100 100 94 74 46 23 92 32 09 03 01
26 100 100 100 95 75 46 22 85 27 07 02
28 100 100 100 95 76 46 21 7.8 23 06 0]
300100 100 100 %6 77 47 21 72 20 05 01
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Tabella

fanzione «i 4.

Y X e
La probabilitd percentnale, Pleutro to) = [ " Gy o{x)dr, come

Y -

X—rtg X X+ra

¢ 0.00 0.01 0.02 0.03 .04 0.05 0.06 0.07 0.08 0.09
040 0.00 0.80 1.60 2.39 3.19 3.99 4.78 5.58 6.38 7.17
0.1 7.97 8.76 055 1034 1113 1192 1271 1350 1428 1507
0.2 1585 1663 1741 1819 1897 1974 2051 2128 2205 2282
03 2358 2434 2510 2586 26.61 2737 2812 2836 29.61 3035
04 31.08 31.82 3255 3328 3401 3473 3545 3606 3688 37.59
05 3829 38.99 3969 4039 41.08 41.77 4245 4313 4381 4448
06 4515 4581 4647 4713 4778 4R43 4907 4971 5035 50098
0.7 51.61 5223 5285 5346 5407 5467 5327 5587 5646 5705
0.8 5763 5821 5B78 5935 3991 6047 6102 6L57 6211 62.65
09 6319 63.72 6424 6476 6528 6579 6629 6680 6729 4778
i0 6827 68.75 6923 68970 7017 7063 7109 7154 TF1.99 7243
1.1 7287 7330 7373 7415 7457 7499 7540 7580 76.20  76.60
1.2 7699 7I37 7775 7813 7R50 0 YR8 7923 7959 7995 80.29
1.3 80.64 8098 £1.32 RKl.oey K198 8230 8202 8293 8324 Bl5s
14 8385 84.15 B4.44 84773 RB501 8529 8557 8584 8611 86.38
15 86.64 8690 8715 RB740 &7.64 B7.89 BRI12 BER36 EB.S5Q  RE.82
1.6 89.04 8026 8948 8969 E0O0 0011 9031 9051 S80.70  90.90
L7 9109 8127 9146 05164 9181 9199 9216 9233 9249 9265
L8 9281 9297 9312 9328 9342 9357 9371 9385 9399 94,12
1.8 9426 9439 9451 9464 9476 9488 9500 9512 9523 9534
24 9545 9556 9566 U576 9586 9396 9606 9615 9625 9634
21 96.43 9651 9660 9668 9676 9684 95692 9700 97.07 9715
22 9122 9729 9736 9743 9749 9756 9762 9768 9774 9780
23 9786 8791 9797 93.02 9807 9812 0317 9822 08827 9332
24 98.36 98.40 9845 9849 UB53 9857 09861 9865 9569 9872
25 9876 98.79 D883 0886 90489 9892 OB95 0898 9901 99.04
26 99.07 9900 0912 9915 09917 9020 9922 9924 9925 9920
27 9931 9933 0935 9937 0039 9040 0942 9944 09945 0947
2.8 9949 99,50 99,52 9953 9955 09955 9958 9959 99460 9961
20 9963 00.64 99.65 99.66 09.67 9968 9969 997 9971 9972
30 9973
35 9995
40 99994
45 999993
5.0 94959994
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VALORE CR(TiCo

Tavola Valori critici della distribuzione di ¢ (test bilaterale). (Da
George W. Snedecor e William G. Cochran, Statistical Methods, 7*
ed., The Iowa State University Press, Ames-Iowa, USA, pag. 469.)

_ o |
% S dt /" i
2

-0

- a  (SIGNIFICATIVITA)) |
Gradi di
libertd  {0.500 | 0.400 | 0.200 | 0100 | 0.050 | 0.023 | 0.010 | 0.005 | 0.001

1.000 | 1.376 |3.078 | 6.314 |[12.706 |25.452 | 63.657
0.816 11.061 {1.886 | 2.920 | 4.303 | 6.205 | 9.925 |14.089 | 31.598
1765 10.978 11.638 | 2.353 | 3.182 | 4.176 | 5.841 7.453 | 12.941
741 941 11533 12132 1 2,776 | 3.495 | 4.604 | 5.598 | 8.610
27 ) 920 | 1476 1 2.015 [T2571 ) 3.163 | 4.032 | 4773 | 6.859

JI8 1 906 | 1.440 | 1943 | 2447 | 2969 | 3.707 | 4.317 | 5959
g .896 [-1.415 | 1.895 | 2.365 | 2.841 | 3.499 | 4.029 | 5.405
706 1 .889 11.397 | 1.860° § 2,306 | 2.752 | 3.355 | 3.832 | 5.041
.703 | 883 11.383 | 1.833 [T2262 | 2.685 | 3.250 | 3.690 | 4.781
700 ¢ 879 | 1.372 | 1.812 | 2.228 .} 2.634 | 3169 | 3.581 | 4.587

11 697 | .876 |1.363 | 1.766 | 2.201 '| 2.393.1..3.106 | 3.497 | 4.437
12 695 | 873 11.356 | 1.782 | 2179 | 2360 | 3.055 | 3.428 | 4.218
13 694 | .870 11.350 | 1.771 2160 | 2333 | 3.012 ] 33727 4.22]
14 692 | .868 | 1.345 | 1.76) 2.145 [ 2,510 | 2977 | 3.326 | 4.140
15 691 866 | 1.341 | L.753 ] 2131 .| 2.490 | 2947 | 3286 | 4.073

16 690 | .865 }1.337 | 1746 | 2120 | 2.473 | 2921 | 3252 | 4.015
17 689 | 863 [1.333 | 1,740 | 2.110° | 2.458 | 2.898 | 3222 | 3.965
18 688 | 862 | 1,330 | 1.734 | 2.101 2,445 | 2.878 | 3.197 | 3922
19 688 { .861 |1.328 { 1.729 | 2.093 | 2.433 | 2.861 3.074 | 3.883
20 687 | .860 {1.325 | 1.725 | 2.086 | 2.423 | 2.845 | 3.153 | 3.850

21 686 | 859 (1.323 | 1.721 | 2.080 | 2.414 | 2.83] 3.135 | 3819
22 686 | .858 [1.321 ¢ LT17 | 2.074 | 2.406 | 2.819 | 3.119 | 3.792
23 685 | 858 1319 | L.714 | 2.669 | 2.398 | 2.807 | 3.104 | 3.767
24 685 1 857 [1.318 | 1.711 2064 | 2391 | 2.797 | 3.090 | 3.745
25 684 | 856 {1.316 | 1.708 | 2.060 | 2.388 | 2.787 | 3.078 | 3.725

26 684 | 856 11.315] 1.706 | 2056 | 2379 | 2779 | 3.067 | 3.707
27 684 | 855 1314 | 1.703 | 2.082 | 2.373 | 2.771 3.056 | 3.690
28 683 | 855 [1.313; 1701 | 2.048 | 2368 | 2763 | 3.047 | 3.674
29 683 | 854 11311 | 1.699 1§ 2.045 | 2.364 | 2.756 | 3.038 |. 3.659
30 683 | .854 | 1.310 | 1.697 | 2.042 | 2.360 | 2.750 ; 3.030 | 3.646

35 682 | .B32 11.306 | 1.690 | 2.030 | 2.342 | 2724 | 2.996 | 3.591
40 681 1 851 11303 f i.684 2021 | 2.329 | 2.704 | 2.971 3.551
45 680 | 850 11.301 | 1.680 | 2.014 ¢ 2319 | 2.690 | 2.952 | 3.520
50 680 | .B49 11299 | 1.676 | 2.008 | 2.310 | 2.678 | 2.937 | 3.496
55 679 | 849 11.297 | 1.673 | 2.004 | 2.304 | 2.669 | 2925 | 3.476

60 679 | 848 |1.296 | 1.671 2,000 1 2299 | 2.660 | 2915 : 3.460
70 678 | 847 |1.294 | 1.667 1.994 1 2290 | 2.648 | 2.899 | 3.435
80 678 | 847 [1.293 | 1.665 1.989 | 2.284 | 2.638 | 2.887 | 3.416
90 678 1 846 | 1.291 [ 1.662 i.986 | 2279 | 2.63i 2.878 | 3.402

OO0 hdtabhd—

100 677 | .846 [ 1.290 | 1.661 1.982 | 2276 | 2.625 | 2.871 3.390
120 677 845 11.289 | 1.658 1.980 | 2.270 | 2.617 | 2.860 | 3.373
0 6745 | B416|1.2816( 1.6448 | 1.9600 | 2.2414[ 2.5758 | 2.8070| 3.2905
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