Esercizi di Geometria per Informatica

MATRICI E SISTEMI LINEARI

1)

2)

3)

4)

Calcolare i seguenti determinanti:

3 -1 1 -1 1 =2
a- 1 1 2 b- -2 1 -2
-1 3 -1 -5 3 -6
31 -10 -1 2 1 0
.- 2 -1 3 1 d- 2 -3 -3 2
3 0 0 3 -1 4 1 3
5 0 2 1 1 -1 -4 2
1 -1 0 2 -1 1 0 1
.- -1 3 1 =2 £ -1 1 1
2 2 5 5 2 -1 0 2
-1 -1 2 -2 0 1 2 -1
1 -1 0 2 1 2 1 -1 0 2
-1 3 -1 -1 1 4 3 -10 5
g- 4 -8 -1 7 1 h- -6 -4 0 1 -4
-8 16 5 -14 -3 10 6 0 1 6
0 2 5 0 2 -6 -4 0 4 -5
Calcolare per quali valori di & si annullano 1 seguenti determinanti:
L. ko2 oo k-1 .. ‘
-2 k 2 k
Calcolare il rango delle seguenti matrici:
1 2 2 1 1 2 1 3 2
a- 2 0 -1 1 b- 2 -1 -3 -4 -6
01 0 -1 -1 1 2 3 4
1 2 1 0 o 1 1 2 2
-1 2 1 3 0 2 1 01
-1 0 -1 -1 -2 -1 0 1 1
c- 1 1 2 3 3 d- I 11 2
2 -1 1 0 3 0 1 2 3
-1 2 1 3 0 1 2 35
2 0 3 -1 1 5 0 0 0
-2 2 -4 -1 3 0 1 -2 3
e- 2 2 2 -3 5 f- 10 0 2
4 -8 10 6 -14 01 0 0
2 8 -1 -9 17
Risolvere 1 seguenti sistemi lineari:
3x+y—-z=0 X-y+2z=6
a- xt7=3 b- X+y+z+t=-2
2y+72=0 x+y+3z=1

-X—-y-3z+t=-2
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5)  Risolvere i seguenti sistemi lineari:
2X +2y+z—-t=2 3x+3y—-z=1
a- 2X+y+z+2t=3 b- 3x+5y+4t=-1
—-2x—-4y+6t=1 6Xx +8y—-z+4t=0
—4x—-4y—-z+3t=-3 -3x—-y+2z+4t=-3
X+y—z—-t+u=1 2X+y—z+2t=2
.- X+3y+3t—u=0 d- 2x +2y—-2z+4t=3
—-2x+4z+5t-3u=-2 —-4x-3y+2z-5t=-5
3 x-y—-6z-10t+6u=>5 2x+2y—-3z+5t=3
6) Calcolare le soluzioni dei seguenti sistemi lineari al variare del parametro reale :
x—ky+2z=1 Xx+ky—-z=2
a- x-y+z=k+1 b- -x+(k+2)z=-1
2x =2y +(k+3)z=2k+1 x—4z=1
7)  Calcolare le soluzioni del seguente sistema lineare al variare dei parametrirealik e /4 :
X-y+z+3t=1
ky+z+kt=k
—-X+y+ht=0
8)  Risolvere i seguenti sistemi lineari al variare del parametro reale :
2x+(1+k)y—kz=1 (I+kx+y-(1-k)z=1
a- 2x+(3+2k)y+(4-3k)z=3 I+kx+R2+k)y-(1-k)yz=1
2x-y—-(3-2k)z=-k (1+k)x-ky+2kz=1
kx+y+(1+2k)z=1 (1-k)x+3y—-(2+k)z=1
C- 2kx+(3-k)y+(3+4k)z=0 k-Dx+k-Dy-(1+k)z=-3
-3kx—-(4-k)y-(2+7k)z=1-k (k-Dx+(1+2k)y+2(1-k)z=—4
kx+(1-k)y+z=k (I+kx-(1-2k)y+2(1+k)z=0
e- 2kx +2y+(3+2k)z =2k (1+k)x-2(1-2k)y+(3+4k)z=0
-3kx-(3-k)y-(4+k)z=-2k 1+k)x-3(1-2k)y+(5+7k)z=0
SOLUZIONI
1) a- Determinante =-16
b- Determinante =0
c- Determinante =0
d- Determinante =4
e - Determinante = -6
f-  Determinante =-13
g- Determinante = -12
h- Determinante = 24
2) a- k=-4;-1

b- nessunk

c- (qualsiasi k



3)

4)

5)

6)

7)

8)
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a- Rango=3
b- Rango=2
c- Rango=2
d- Rango=2
e- Rango=2
f- Rango=4
a- (1,-1,2)
b- (1,-3,1,-1)
2x+2y+z—-t=2
a- —y+3t=1 dacuit=0;z=1;y=—1;x=§.
z—t=1 2
2t=0
X+y—z—-t+u=1
b- 2y+z+at-2u=-1 incompatibile.
z—t+u=1
0=1
.- 3x+3y-z=1 da cui :—2—2—4t.X:8+52+12t
2y+z+4t=-2 y > ; S :
2X+y—z+2t=2 1
d- y—z+2t=1 dacuiz=t;y=1-t;x=—.
-z+t=0 2
a- k#£=£1 una soluzione
k=-1 nessuna soluzione
k=1 nessuna soluzione
b- k#0,2 una soluzione
k=0 nessuna soluzione
1—
k=2 (1+4z0, 3Z°,ZOJ
k+0 o' soluzioni
k=0,h#-3 o' soluzioni
k=0,h=-3 nessuna soluzione
2x+(1+k)y—kz=1 k#-1,k#-2 una soluzione
a- Q2+k)y+(4-2k)z=2 k=-1 incompatibile
(I1+k)z=1-k k=-2 incompatibile
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I+kx+y-(1-k)z=1

(1+k)y=0

(1+k)z=0
kx+y+(1+2k)z=1
1-K)y+z=-2
2-k)z=2-k
I-kK)x+3y—-(2+k)z=1
2+k)y+z=-2
2-k)z=1

kx+(1-k)y+z=k
2ky+(1+2k)z=0
kz=k

(1+Kk)x —(1-2K)y +2(1+k)z=0
—(1-2K)y +(1+2k)z=0
(1+k)z=0

k#0,k#1,k#2
k=0

k=1

k=2
k#1,k#-2,k#2

una soluzione

o? soluzioni

una soluzione
incompatibile
incompatibile
o' soluzioni

una soluzione
incompatibile
incompatibile
incompatibile
una soluzione
o' soluzioni

una soluzione

1 ..
oo soluzioni
o' soluzioni
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ALGEBRA LINEARE

1)  Dire se i seguenti sottoinsiemi sono sottospazi vettoriali di R™":
V={XcR™"|X'X=1}
U={XcR"|AX=0}
2)  Dato il sottoinsieme V = { X =« R™ | X + X" =0 }; dire se ¢ un sottospazio vettoriale di R™ e
verificare che per n dispari det(X) = 0.

3) L'insieme R,[x] ¢ un sottospazio vettoriale dello spazio dei polinomi?

4)  L'insieme delle funzioni continue ¢ un sottospazio vettoriale dello spazio delle funzioni?

5)  Dire se i seguenti sottoinsiemi sono sottospazi vettoriali di R™":
D={ACR™|a;=0,i#j}

D'={AcR"|aj=0,i#jea;#0}

6) Dire se i seguenti sottoinsiemi sono sottospazi vettoriali di R;[x]:
P={px)cRs[x]|p(1)=0}

P'= { p(x) c Rs[x] | p(2) =3 }

7)  Dire se i seguenti insiemi di vettori sono linearmente indipendenti:
v={0,1,-1,1),(2,3,0,-1),(-2,0, 1, 2), (-1, -1, -1, 1)}
V'={(,1,-2,1,1),(2,0,-1,0,-1), (-2, 2, -3, 2, 3)}

V'"={@3,2,-1),(2,-1,0), (-2, 3,-2), (-1, 0, -1)}
8) Datiivettorivi=(3,1,0,2),v,=(2,41,0),v3=(0,0,0,3),va=(h,0,2h, k), dire per
quali valori dei parametri reali k£ e 4 1 seguenti insiemi sono liberi:
A = {v3, va}
B = {vi, v3, v4}
C={vi vy, v3, v4}
9)  Siano dati i seguenti sottospazi vettoriali di R*:
U={xcR|x;-x+x3=0}
V=L((1,1,1))
Verificare che U e V sono supplementari.
Decomporre il vettore (2, 1, 3) come somma di un vettore di U e uno di V.
10) Dati i sottoinsiemi:
V={XcR"|tr(X)=0}
U={XcR"|tr(X)=1}

Dire se V €& un sottospazio vettoriale di R™".



11)

12)

13)

14)

15)

16)

17)

18)

19)

20)
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Nel caso n = 2 determinare una base e la dimensione di V.
Dire se U ¢ un sottospazio vettoriale di R™".
Siano dati i vettori di C’:
u=2+1,1,1),v=2-1,1,1),w=B+31, 1 +1, 1 +1)
Determinare la dimensione del sottospazio H generato da u, v, w.
Verificare che HI F= {(x,y,2) c C’ |y-z=0}
Sia dato uno spazio vettoriale V4 avente base B(vy, v2, v3, Va).
Verificare che i vettori u; = 2vy - v3; Up = v, + v4; U3 = -2v;; uy = 3v, + 2v3 formano una base
B' per V3.
Scrivere le equazioni del cambiamento di base da B a B'.

Determinare le componenti del vettore x = 2v; + v; - v4 rispetto alla base B'.
X+2y—-z=0

2x—y+32=0 provare che I’insieme delle soluzioni ¢ un

Dato 1l sistema lineare {

sottospazio vettoriale di R’ e determinarne una base.

2x+4y-z+3=0,

L’insieme delle soluzioni del sistema lineare _ € un sottospazio vettoriale
5x=-2y+z=0

. 130
]d)lal‘;) io spazio vettoriale reale R[X], provare che I'insieme R¥[X] dei polinomi reali di grado
minore o uguale a 3 ¢ un sottospazio vettoriale di R[X] e determinarne una base che contenga
il polinomio 1 + X + X*.

Sia M lo spazio vettoriale delle matrici 2 x 2 a coefficienti reali. Determinare il piu piccolo

: (1 0} (1 1
sottospazio che contenga le matrici (0 0) , ( 0 Oj.

Sia M lo spazio vettoriale delle matrici 2 x 2 a coefficienti reali. Determinare due sottospazi
. oL . ) . 1 0 . : )
di M di diversa dimensione che non contengano la matrice | o€ Pper ciascuno di questi

determinare una base.

Sia F(R, R) I’insieme delle funzioni definite da R a R. Stabilire se sono sottospazi:

- I’insieme delle funzioni f tali che f(0) = 0;

- I’insieme delle funzioni f tali che f(0) = 1;

- I’insieme delle funzioni f tali che f(1) = 0;

- I’insieme delle funzioni f tali che f(x) + f*(x) = 0.

Determinare i valori reali di a per cui {(a, 0, 1), (1, 1, 1), (2a, 1, 2)} ¢ una famiglia di vettori
linearmente indipendenti nello spazio vettoriale R”.

Dire se le seguenti applicazioni sono lineari:

/iR >R f(x)=a-x acR’



21)

22)

23)

24)

25)

26)
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/RS R fix)=anx acR’

fiR—>R Ax) =x°

f:R*? 5 R AX) = AXA A c R*?

f:C->C flatib)=a-ib rcC

f:C—>C flatib)=a-ib AcR

Determinare la matrice A associata alle seguenti applicazioni lineari rispetto alle basi
canoniche:

a- f:R°>R fix)y=a-x a=(aj, ap, a3)

b- [:R >R fix)=anx a=(ay, a, a3)

c- g:RR>R? gx,y)=(x+y,x-y)

Per g determinare la matrice A' associata alla base B'((1, 1), (1, -1)).
Verificare che i vettori v = (1, 0, 1), v = (0, 1, -1), v3 = (0, 0, 2) rispetto alla base canonica B

formano una base di R’. Data l'applicazione lineare /: R* — R’ definita da:

fv) =@, 1,0)
f(VZ) = ('17 07 2)
f(V3) = (O’ 2: O)

determinare la matrice A associata ad frispetto a B e la matrice A' rispetto a B'.
Sia data l'applicazione lineare /: V3 — V3 con la base B(vy, v,, v3) definita da:

3
Avi+wv)= 5V2

Avy-2v3) =- %Vz - 3v3

f2v)) =4v - v, +2v;
Verificare che ¢ invertibile e determinare la matrice A associata ad /' rispetto a B.
Sia data l'applicazione lineare /: V, — V, definita dalla matrice:

1 -2

Sty
rispetto alla base B(v), v;). Determinare la matrice A' associata ad f rispetto alla base
B'(u;, uy) dove u; =3v; - 2va e up = -2v| + va.
Sia V uno spazio vettoriale su R e sia o : V — V un'applicazione lineare. Verificare che se A
¢ un autovalore di a allora A" ¢ autovalore di o".

Sia data 'applicazione lineare f definita dalla matrice A:

-2 0 0 0
0 -2 -6 -6
0o 0 3 3

o 0 -2 =2



27)
28)

29)

30)
31)
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Determinare una base per kerf'e imf. Calcolare gli autovalori di f'e 1 relativi autospazi.
Quanti sono gli omomorfismi f: R> — R’ tali che f(1, 0, 0) = (1, 0, 0) e f(0, 1, 0) = (0, 1, 0)?

Sia f: R = R’ I'omomorfismo definito da:
f(1,0,0)=(0,2,0); (0,1,0)=(1,0,0); 0,0, 1)=(m, +2,0).

Determinare una base per ker f e stabilite se f ¢ iniettivo.

Dato ’insieme W:= { (t, 2t, -t) | t © R }, stabilire se & uno sottospazio di R’ ¢ determinarne
una base. Determinare un omomorfismo f: R* — R’ tale che W = ker f.

Analogamente con W:= { (t, u, utt) |u,t c R }.

E' vero che { (t, ut+t, u't) | u,t — R } € un sottospazio di R*?

SOLUZIONI

1)
2)
3)
4)
5)
6)
7)

8)

9)
10)
11)

12)

14)
16)
18)
19)
20)
21)

NO - SI

SI

SI

SI

SI-NO
SI-NO
SI-NO -NO

perk#O-perk#O-perk;ﬁO,h#%

(_29 '39 _l) + (49 49 4)
SI - dim(V) =3 - NO

dim(H) = 2
0 0
1 -2
10 0
1 0

SN

M:

SN WO

11
s XB' = 17_17__5_
- ’ ( 4 2j
0
NO

_|fa b
V—{(O Ojt.c.a,beR}

SI - NO -SI - SI
azl
SI-SI-NO-SI-NO -SI

a- A:(al as 33)

0 —a3 a2
b' A= a3 0 —al
_3.2 al 0
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(11 plan (1 _
C- A—(l _J,A P AP (1 _JconP A
3 -1 0 3 -1 0
22) A=(0 1 1 ,A'=P1AP= 1 0 2
0 2 0 -1 31
) 4 3 =2
23) A== 1 3 -1
9 2
-3 0
2
Al pl (3 =2
24 PrAP= ( 32 20) nk (—2 1)

25) Per induzione.

26) kerf= L(es - e3) - imf= L(ey, €, 2€4 - 3€3)
Vo=kerf-V,=L(e}, e)-V)y=L(2e; - 3e; +2e4)

28) kerf=LA[2,2m, -2)-NO

29) W=L(1,2,-1)

30) W=L(0,1,1),(1,0,1))

31) NO
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GEOMETRIA ANALITICA

NEL PIANO
1) Determinare la retta passante per il punto P(2, 1) e parallela allarettar: 2x +y - 1 =0.
2)  Determinare la retta passante per il punto P(3, -2) e ortogonale alla retta r: 3x - y = 0.
3) Datiipunti A(2,-1)e B(0, 3) determinare 1'asse del segmento AB.
4)  Determinare 'ortocentro del triangolo di vertici A(1, 1), B(3, 0), C(0, 1).
5)  Sia dato un triangolo equilatero ABC, avente il vertice A nel punto di intersezione delle rette
rrx-2y+8=0edr:x+y-1=0eivertici B e C sullarettas: 2x - 3y =0.
a)  Determinare le coordinate dei vertici B e C.
b)  Determinare 'area della superficie del triangolo.
6) Sia dato il fascio generato dalle circonferenze:
x> +y -2x-4y+1=0el"x*+y*-2y-1=0.
a)  Determinare l'asse centrale e l'asse radicale.
b) Determinare la circonferenza passante per il punto P(1, -4).
¢) Determinare la circonferenza tangente alla retta x =2 + V10 .
7)  Determinare la distanza tra le seguenti coppie di rette:
a) rnx-4y+1=0;r"x-4y-2=0
b) rnx-2y+1=0;1r"x-4y+3=0
8)  Calcolare la distanza tra la retta r: 3x - 4y = -10 e la circonferenza I': x* + y* - 4x + 2y - 4 = 0.
9)  Tra le rette passanti per il punto P(2, 1):

a)  Determinare quella passante per A(3, 0).
b)  Determinare quella parallela alla rettar: 2x -y + 1 =0.

¢) Determinare quella ortogonale alla retta r: 3x +2y -3 =0.

10) Determinare I'angolo traleretter: x -2y + 1 =0er:3x+y-3=0.

SOLUZIONI
) 2x+y-5=0
2) x+3y+3=0
3) x-2y+1=0
4) 03, 10)

5)

) BBV32V3);C(-343.243)
_ 133

b S
) 3

- 10 -
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6) a) assecentrale:x-y+ 1=0;asseradicale:x+y-1=0
b) Xty +6x+4y-7=0
) X +y -4x-6y+3=0

317

7) a) d(r, I") = T
b) d(r,r")=0
8) dr,)=1

9) a) xty-3=0
b) 2x-y-3=0
¢) 2x-3y-1=0

2

10) costr'= —
10

NELLO SPAZIO

1) Determinare il piano passante per il punto P(2, 3, -1) e parallelo ai vettori u(2, -1, 0) e
v(1, 3, -4).

2)  Determinare il piano passante per i punti P(1, 0, 2), Q(-2, 1, 1) e parallelo all'asse x.

3)  Determinare la retta passante per il punto P(1, -3, 0) e parallela al vettore u(2, 1, -2).

4)  Studiare al variare dei parametri reali h e k la mutua posizione dei due piani:
m:2x+hy-2z+3=0
m:x+2y+kz+1=0

5) Dato il punto P(2, 1, -1) determinare il piano passante per P e inoltre:

a) parallelo al piano : 2x -y +3z-1=0.
Xx—-y+2=0

b) contenente la retta r: {2x Cy_3z=0"

1 ', 2X - y — 1= O
c) perpendicolare alla retta r': {x AP
d)  perpendicolare al piano n': 2x +y - 3z + 1 = 0 e passante per il punto Q(3, -1, 0).
6)  Determinare i punti della retta r: {X +z-1=0
y+1=0

a) aventi distanza 4 dal piano: 2x -y -2z + 1 =0.

b) equidistanti dal piano © e dal piano n": z = 2.
. . . . . . x+y+z=0
7)  Determinare il punto simmetrico di P(1, 1, -2) rispetto alla retta r: {x fy—1=0
8)  Tra tutte le sfere tangenti al piano n: X +y + z - 2 = 0 nel punto P(1, -1, 2) determinare quelle
secanti il piano xy secondo una circonferenza di raggio V2.
SOLUZIONI

1) 4x-8y-7z+9=0

_1l-



2)
3)

4)

5)

6)

7)
8)
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y+z-2=0
x =142t
y=-3+t
z=-2t

h=4ek=-1

altrimenti

a)
b)
c)
d)

a)
b)

2x-y+3z=0
y-3z-4=0
x+2y+z-3=0
x+ty+z-2=0

A(3: 'la '2)a B(_3: '1’ 4)
CG,-1,-2); (-2 -1,2)

0(0, 0, 0)

6x> + 6y* + 677 - 13x + 11y - 252+ 38 = 0; 2x> + 2y* + 22> - 3x + 5y - 7z+ 10 =0

piani paralleli

piani incidenti

_]2-



