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Sistemi di Numerazione

I1 valore di un numero puo essere espresso con diverse
rappresentazioni.

& non posizionali:
ad esempio la numerazione romana.

& posizionali:
viene assoclato un peso a clascuna posizlone
all'interno della rappresentazione del numero.
Il valore del numero ¢ ottenuto facendo la somma
dei prodotti di ciascuna cifra per il relativo peso (ad
esempio, numerazione decimale).
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Sistemi Posizionali

Regola Generale

Sia r la base della numerazione.

Un numero frazionario assoluto N,y viene rappresen-
tato con una successione di cifre d; che soddisfano le
seguenti regole:

L’insieme delle cifre d; costituisce un insieme di simboli
diversi di cardinalita r, tali che

OédiéT—l

Per cui:

Ny = dpordy - didy.d ad - d_y,

Il valore di tale numero e dato da:

n—1 :
V(Ng) = X di -1

1=—m
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Numerazione Binaria

Base: r = 2

Simboli base: d; € {0, 1}

ESEMPIO:

N = 11001
V(Ng) = (1-2)4+(1-2°)+(0-2%) + (0-2") + (1-2)

= 20 (10)

Sequenza dei pesi associati alle varie posizioni nei nu-
meri binari:

23 22 20 20 o7l 972 978 ...
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Vantaggi Sistemi Posizionali

<& Esprimono qualunque valore finito.

<& Sono irridondanti (ad ogni valore corrisponde una
sola sequenza di simboli e viceversa).

<& Le regole formali per le operazioni aritmetiche sono
indipendenti dalla base della rappresentazione.
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Numero Massimo Rappresentabile
con n Cifre

Il numero massimo rappresentabile con n cifre in base
r risulta:

Nmaa: — (T_Drn_l + (,r_l),rn—Q +
+(r—=17r + (r—=107"

n—1 :
=S -

= r" — 1

Un generico numero N, di n cifre in base r € compreso
nel seguente intervallo:

"l 1 < N, <" — 1
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Numero di Cifre per Rappresentare
un Numero in Base r

Dato un numero N, in base r, il numero di cifre nec-
essario per la sua rappresentazione puo essere ricavato
nel seguente modo:

< N+ 1<

n—1<log (N, +1) <n

Da cui:
n = [log, (N; + 1) ]

Dove il simbolo | x| (detto ceiling in inglese) rappre-
senta l'intero superiore del numero reale x.
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Numero di Cifre per Rappresentare
un Numero in Base r

ESEMPIO

Sia dato il numero decimale Nyp = 4159

Con base r = 2 si ottiene:
n = [logy (415 + 1) = [8.70] =9
Da cui:

Con base r = 7 si ottiene:
n = [log; (415 + 1)] = [3.09] = 4
Da cui:

41510 — (1132 )7



Numeri Binari 9

Conversione di Base
(da base r — a base 10)

Basta esprimere le cifre d; e le potenze della base r in
base 10 e applicare la definizione di numero posizionale:

n—1 .
N(r) = Yy d;-7r

1=—m

ESEMPIO

(3246)7 = 3-7 + 2.7 +4-7 + 6 = (1161)y9

NOTA:

Se si considerano separatamente la parte intera e la
parte frazionaria del numero da convertire si possono
applicare algoritmi iterativi piu agevoli da program-
mare.

N, = I, . F,
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Algoritmo iterativo per la conversione
da base r — a base 10
(parte intera)

2

I, = dn_lT’n_l—i—dn_QTn_ —|—...—|—d27“2—|—d17"1—|—d07“0

= ((+- ((dp1r + dy2)r + dps)r + ... +di)r +do

Esempio:

(3246); = (((3-7+2)-7+4)-7+ 6 = (1161)1

Algoritmo:
1. Inizio;
2. Partire dalla cifra piu significativa;

3. Se raggiunta la cifra meno significativa andare a 7);

4. Moltiplicare per la base;

5. Sommare la cifra successiva;
6. Andare a 3);

7. Fine.
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Algoritmo iterativo per la conversione
da base r — a base 10
(parte intera)

Dati di Ingresso r — base
n — numero cifre
/] — (1=0,1,...,n—1) len cifre

Dati di uscita NUM —— valore decimale

leggi: r, n, d[i] (i=0, 1, ..., n-1)

NUM = (NUM x r) + d[i]
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Algoritmo iterativo per la conversione
da base r — a base 10
(parte frazionaria)

F.o= d o t+dao?2+... + d_(m_l)r_(m_l) +d_,,r "

1 1 1 1 1
— T doy + (s 4 (dey e () + —d)) -
T( 1+r( 2+T( 3 + +T( (1) + ))-+))

Esempio:
(0.101)y = : (1 + : (O+ 11))
! 2 2
Algoritmo:
1. Inizio;

2. Partire dalla cifra meno significativa;

3. Dividere per la base;

4. Se raggiunta cifra piu signif. andare a 8);
5. Sommare la cifra precedente;

6. Dividere per la base;

7. Andare a 4);

8. Fine.
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Algoritmo iterativo per la conversione
da base r — a base 10
(parte frazionaria)

Dati di Ingresso r — base
n — numero cifre
di|] — (i=-1,-2,..., —m) lem cifre

Dati di uscita NFR —— valore decimale

leggi: r, n, d[i] (i=-1,-2...,—m)

NFR = d[i] / 1

@
S
1=1+1
l

NFR = (NFR +d[i]) / 1
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Conversione da sistema decimale
a sistema in base r

Si considerano separatamente la parte intera e la parte
frazionaria:

N, = I,.F,

<& Conversione parte intera (algoritmo per divisiont)

2

Ir — dn_lTn_l —+ dn_QTn_ + ... + lel -+ do?“o

& Conversione parte frazionaria (algoritmo per
prodotti)

F?“ = .d_l’]"_l + d_2,’a—2 4o+ d—m—f—l/’a_m_'—l + d_mT_m
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Algoritmo iterativo per la conversione
da base 10 — a base r
(parte intera)

2

Iy = dn_l’l“n_l + d,_or" T+ .+ dQT’Q + lel + d()’l“o

= ((+ - ((dp1r + dyo)r + dps)r + ... +di)r +dy

Si chiami @y il quoziente intero I1y/7r;
dy ¢ il resto intero della divisione Iyo/7.

Si puo quindi scrivere iterativamente:

Lo = Qor + dy
Qo = Chir + d4
Q1 = Q27 + do

Qn—2 =0-7r+dy
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Algoritmo iterativo per la conversione
da base 10 — a base r
(parte intera)

L’algoritmo si basa sul calcolo iterativo del quoziente
intero diviso per la base. Il resto della divisione fornisce
una cifra del numero nella nuova base a partire dalla
cifra meno significativa.

Algoritmo:

1. Inizio;
2. Dividere il numero decimale per la base di arrivo r:

3. Il resto della divisione ¢ una cifra nella nuova base
a partire dalla cifra meno significativa :

4. 11 quoziente della divisione intera e il nuovo divi-

dendo:
5. Se quoziente # 0 torna a 2);

6. Fine.
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Algoritmo iterativo per la conversione
da base 10 — a base r
(parte intera)

Dati di Ingresso NUM —— valore decimale
r —— base di conversione

Dati di uscita n —— numero di cifre
d|i] — (1=0,1,...,n—1)
le n cifre nella nuova base

leggi: NUM, r
1=0
|
NUM > 00
S
d[i] = NUM mod r
NUM =NUM div r n=i
I=i+1 scrivi: n,d[i] (i=0,1, ...,n-1)

\ 4

@
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Algoritmo iterativo per la conversione
da base 10 — a base r
(parte intera)

ESEMPIO:

Convertire 251 in binario.

25 1 2
12 ;2 resto = 1
62 resto = 0
3 :2 resto = 0

1 2 resto = 1
0 resto = 1

2010 = 110015

18
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Algoritmo iterativo per la conversione
da base 10 — a base r
(parte intera)

ESEMPIO:

Convertire 98521, in ottale.

9852 8
1231 : 8 resto = 4
153 : 8 resto = 7
19 : 8 resto = 1

2 8 resto = 3
0 resto = 2

985210 = 23174g

19
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Algoritmo iterativo per la conversione
da base 10 — a baser
(parte frazionaria)

Si moltiplica la parte frazionaria per la base di arrivo; la
parte intera del risultato fornisce una cifra nella nuova
base a partire dalla cifra piu significativa.

Si itera il procedimento.

Fl()'?” — d_l + X_1

X_1 T = d_Q + X_2

X—(m—l) T = d_m + 0
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Algoritmo iterativo per la conversione
da base 10 — a baser
(parte frazionaria)

Algoritmo:

1. Inizio;

2. Moltiplicare la parte frazionaria del numero deci-
male per la base di arrivo;

3. Separare parte intera e parte frazionaria;

4. La parte intera da una cifra nella nuova base a par-
tire dalla cifra piu significativa :

5. Se non ottengo 0 o non raggiungo la precisione richi-
esta torna a 2);

6. Fine.

L’algoritmo termina naturalmente se si raggiunge una
iterazione in cui X; = 0, oppure deve essere arrestato
o quando si € raggiunta la precisione richiesta o quando
si e raggiunto il numero di cifre prestabilito.
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Conversione numeri frazionari

ESEMPIO:

Convertire il numero (0.3125)1p in base 2.

0.3125 - 2 = 0.625 = bit 0

0.625 -2 = 1.25 = bit 1
025 -2 =05 = bit0
0.5 -2 = 1.0 = bhitl
0-2 = 0

(0.3125)10 = (0.0101)

Convertire il numero (0.2)19 in base 2.

0.2-2 =04 = bit0
04-2 = 08 = bit0
0.8 -2 =16 = bit 1
06 -2 =12 = bhit1
0.2 -2 =
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Approssimazione numeri frazionari

In generale, un numero frazionario decimale con un lim-
itato numero di cifre puo corrispondere ad un numero
frazionario in una base r qualunque con un numero
infinito di cifre.

In questo caso, si deve arrestare 'algoritmo di conver-
sione da base 10 a base r o quando si ¢ raggiunta una
precisione prestabilita o quando si e raggiunto il numero
di cifre prestabilito (registro di conversione finito).
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Approssimazione numeri frazionari

ESEMPIO:

Convertire (0.3);p in binario con una precisione inferi-
ore a 1072,

Si applichi iterativamente 1’algoritmo di conversione:

0.3-2 = 0.6 = bit 0 [peso 0.5]

0.6 -2 = 1.2 = bit 1 [peso 0.25]
0.2-2 = 04 = bit0 [peso 0.125]
0.4-2 = 0.8 = bit 0 [peso 0.0625]
0.8 -2 = 1.6 = bit 1 [peso 0.03125]
0.6 -2 = 1.2 = bit 1 [peso 0.015625]
0.2-2 = 0.4 = bit 0 [peso 0.007815]

Per raggiungere un’approssimazione inferiore al limite
prescritto si devono calcolare 7 cifre binarie, in quanto

solo la settima cifra corrisponde a un peso inferiore a
1072

(0.3)10 = (0.0100110),
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Conversione numero frazionario completo

12.5 (10)
12 (10) 5 (10
4 4
1100 (g 1 (g
1100.1
1101.01
1101 (3 01 (o
4 4
13 (10) 25 (10)

13.25 (19
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Sistema ottale

Base: r =28

Simboli base: d; € {0,1,2,3,4,5,6,7}

ESEMPIO:

Ng = 3245 = 3-8 + 2-8° + 4.871 = 26.5,
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Conversione binario < ottale

Un numero in base r puo essere scritto nella seguente
forma simbolica generale:

N — e d8T8—|—d7T7—|—d6T6—|—d57’5+d4T4+d3T3—|—d2T2—|—d17’1+d07“0

Si raggruppino 1 termini a 3 a 3:

N=... (dg?“2+d77“+d6)?“6—|—(d5’r'2—|—d47"—|—d3)7“3+(d2T2+d1T+d0)
3

Si operi un cambiamento di base: R = r

Ne consegue che: D = d"r? +d'r + d
¢ una cifra nella nuova base R, poiche vale la relazione:
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Conversione da binario a ottale

Si raccolgono 1 bit a gruppi di 3, partendo dalla virgola:

<& procedendo verso sinistra per la parte intera, com-
pletando eventualmente I'ultima tripletta con 0 non
significativi;

<& procedendo verso destra per la parte frazionaria,
completando eventualmente 'ultima tripletta con
0 non significativi.

ESEMPIO:

11011001 .1011
4

331.54 (g)
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Conversione da ottale a binario

Si rappresenta ciascuna cifra ottale in base 2 su 3 bit.

ESEMPIO:

327.35 (g

4

011010111 .011T101 (9
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Sistema esadecimale

Base: r = 16

Simboli base:

dl E {07 17 27 37 47 57 67 77 87 97 A) B? C? D7 E? F}

ESEMPIO:

Nue = ETAC

E-16°+7-164+ A+ C-167"

= 14-16> + 7-16 + 10 + 12-167!

= 3706.75 (1)
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Conversione da binario a esadecimale

Si raccolgono 1 bit a gruppi di 4, partendo dalla virgola:

<& procedendo verso sinistra per la parte intera, com-
pletando eventualmente I'ultima quadripletta con 0
non significativi;

<& procedendo verso destra per la parte frazionaria,
completando eventualmente l'ultima quadripletta
con 0 non significativi.

ESEMPIO:

1101111101 .110

4

37D.C' (1)
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Conversione da esadecimale a binario

Si rappresenta ciascuna cifra esadecimale in base 2 su
4 bit.

ESEMPIO:

A2E.B5 (14

4

101000101110 . 10110101 (9
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Addizione binaria

Siano x; e y; due variabili binarie, e sia s; la loro somma
e ¢; il riporto. Vale la seguente regola:

L Yi Si &
0 0 0 0
0 1 1 0
1 0 1 0
1 1 0 1
ESEMPIO:
1001 +
0011
1100
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Addizione binaria

Se si deve tener conto anche dei possibili riporti che
arrivano dalle cifre precedenti si adotta la seguente
tabella:

) Yi Ci—1 Si &)
0 0 0 0 0
0 0 1 1 0
0 1 0 1 0
0 1 1 0 1
1 0 0 1 0
1 0 1 0 1
1 1 0 0 1
1 1 1 1 1

ESEMPIO:

+

1
0
0

Ol O

11
11
| L0
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Sottrazione binaria

L Yi dz bz
0 0 0 0
0 1 1 1
1 0 1 0
1 1 0 0

ESEMPIO:

1011
0111
0100

35
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Sottrazione binaria

Se si deve tener conto anche dei possibili prestiti con-
cessi alle cifre precedenti si adotta la seguente tabella:

L Yi bi—1 d; b;
0 0 0 0 0
0 0 1 1 1
0 1 0 1 1
0 1 1 0 1
1 0 0 1 0
1 0 1 0 0
1 1 0 0 0
1 1 1 1 1

ESEMPIO:

110010 —

011101

010101
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Mboltiplicazione binaria

Si applicano le stesse regole della moltiplicazione deci-
male.

ESEMPIO:

O O RO
o OO O

el
el
oo O O
o O O ik
—1 |

-

-
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Divisione binaria

Si applicano le stesse regole della divisione decimale.

ESEMPIO:

—_ O
— O

—_—_ O

Ol = Ol = =
—_ == OO O
— = O RO
o OO O

oo O
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Somme e sottrazioni in base qualunque

Operazioni in base r = 16.

ESEMPIO:
DF AA + DFAA —
B BBB B BBB
1 9 B6 5 2 3 EF
Operazioni in base r = 8.
ESEMPIO:
5030 + 5030 —
2776 2776
10026 203 2

39
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Numeri a Rappresentazione Finita

[ numeri trattati dagli elaboratori hanno una lunghezza
finita. Questo fatto comporta alcune conseguenze non
presenti nell’aritmetica ordinaria:

<& L’insieme dei numeri e limitato.
<& La rappresentazione dei numeri e a precisione finita.
<> Un insieme di numeri a precisione finita non forma

un insieme chiuso rispetto alle ordinarie operazioni
aritmetiche 4+, —, %, /.

In un insieme finito di rappresentazione, possono veri-
ficarsi tre forme di violazione:

= Un numero e troppo grande (overflow).
= Un numero e troppo piccolo (underflow).

= Un numero non appartiene all'insieme dei numeri
rappresentabili.
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Il Riporto (carry)

Data una somma su numeri finiti a n bit, assume notev-
ole importanza il riporto di peso 2" (riporto finale), che
andrebbe a collocarsi sulla posizione di peso (n + 1).

Viene normalmente indicato con C' (carry) e memo-
rizzato in una opportuna posizione di un registro di
stato.

Nel caso di numeri assoluti, un riporto sull’ultima cifra
C' = 1 indica una condizione di tracimazione (o
overflow); in tal caso il risultato della somma non
¢ piu esprimibile su n bit, in quanto non appartiene
all'intervallo [0, 2" — 1].
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Somme con tracimazione

Si debbano eseguire le seguenti somme su numeri binari
a 6 bit.

ESEMPIO:
010101 +
011010
101111
C =0 = risultato corretto
110101 +
100111
1011100
C =1 = Condizione di tracimazione: risultato

errato
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Numeri a Rappresentazione Finita

[ numeri trattati dagli elaboratori hanno una lunghezza
finita.

Per tener conto della lunghezza finita dei registri, si
preferisce sostituire la rappresentazione lineare con una
a cerchio.
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RAPPRESENTAZIONE NUMERI

BINARI RELATIVI

Anno Accademico 1996-1997
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Numeri Relativi

Nella rappresentazione usuale si contraddistingue un
numero positivo da uno negativo anteponendo al nu-
mero stesso un simbolo specifico.

+ 3 + 4328

— 3 — 4328

[ simboli + e — non vanno confusi con gli operatori di
somma e sottrazione.

In un sistema di rappresentazione strettamente binario
non possono essere introdotti altri simboli rispetto a 0

e 1.
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Rappresentazione Numeri Relativi

Si puo rappresentare un numero positivo o negativo in
base r senza aggiungere nuovi simboli agli r» simboli
usuali della rappresentazione.

Sia dato il numero:

N, = dy—1dp—2 -+ didy

Si puo associare I'informazione del segno alla cifra piu
significativa, con la seguente convenzione:

0 per 1 numerl positivi
dn—l —

r — 1 per 1 numerl negativ
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Rappresentazione Numeri Relativi

Esistono tre modi fondamentali di rappresentazione di
numeri relativi:

& in Modulo e Segno (MES):;
& an complemento alla base W},

& in complemento alla base diminuita (N ).
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Rappresentazione in Modulo e Segno

Nella rappresentazione in Modulo e Segno, si associa il
segno alla cifra piu significativa e si riservano le restanti
(n — 1) cifre per rappresentare il modulo del numero.

Sia dato il numero:

N, = dy—1dp—2 -+ didy

e ] valore della cifra di segno e dato da:

0 per 1 numeri positivi
dn—l —

r — 1 per 1 numerl negativs

e Le restanti (n — 1) cifre rappresentano il modulo
del numero.
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Rappresentazione in Modulo e Segno

Nella rappresentazione in Modulo e Segno, si adotta
la seguente convenzione.

<& Numeri positivi:

+N, = 0|N| = 0dp_s -~ di dy

& Numert negativi:

—Nr = (7" — 1>‘N‘ = (T’— 1>dn_2"°d1d0
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Numeri Binari in Modulo e Segno

Per 1 numeri binari in Modulo e Segno, bisogna prefis-
sare la lunghezza in bit della rappresentazione, e per il
segno consegue la seguente convenzione.

0 per 1 numeri positivi
bit di segno =
1 per 1 numeri negativi
ESEMPIO
6ip — 110 Binario puro
+61p — 0110 Binario positivo MES
—61p — 1110 Binario negativo MES

Per calcolare il valore vero di un numero bisogna sepa-
rare il bit piu significativo di segno dagli altri:

N=1/0011=—[0011] = —3
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Numeri Binari in Modulo e Segno

ESEMPIO : numeri binari a 6 cifre.

+1210 — 001100

ESEMPIO : numeri binari a 8 cifre.

+71lyy — 01000111

—7lyy — 11000111

ol
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Intervalli di Rappresentazione in M&S

In una rappresentazione in Mé&S su n cifre sono rap-
presentabili 1 numeri compresi nell'intervallo:

—(r"t 1) < N+t = 1)

Infatti, non considerando la cifra di segno, rimangono
(n — 1) cifre per il modulo, per cui il modulo massimo
e:

Nota: lo zero assume due diverse rappresentazioni:

+0 — 000---00

—0 — 100---00



Numeri Binari Relativi 53

Intervalli di Rappresentazione in M&S

Un numero binario in Mé&S su n cifre rappresenta i
numeri compresi nell'intervallo:

—@2"t - < N <+ )

Sono pertanto rappresentabili

2. 2" -1 +1=2"-1

numeri diversi.

Poiche su n bit sono rappresentabili 2" combinazioni
si spreca la combinazione legata alla doppia rappresen-
tazione dello zero.
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Corrispondenza decimale binario in M&S

Valori rappresentati su 5 bit in Mé4S.

Decimale Binario in Valore
Rappresentato MES Rappresentazione
+15 01111 15
+14 01110 14
+13 01101 13
+2 00010 2
+1 00001 1
+0 00000 0
—0 10000 16
—1 10001 17
—2 10010 18
—13 11101 29
—14 11110 30
—15 11111 31
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Negazione di un numero in M&S

L’opposto di un numero si calcola:

1. Lasciando invariato il modulo;

2. Invertendo la codifica del segno (nel sistema binario,
invertendo il primo bit).

ESEMPIO
011001 = +254
4
111001 = —2510
4
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Cerchio delle rappresentazioni in M&S

o6
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Cerchio delle rappresentazioni in M&S

Dalla rapresentazione sul cerchio dei numeri binari in
ME9S su 5 bit si possono trarre le seguenti osservazioni:

1. Esistono due zeri distanti fra loro una semicircon-
ferenza;

2. Andando da 00000 (019) a 01111 (1519) vengono
rappresentati concordemente i numeri da +0 a +15;

3. Andando da 10000 (1659) a 11111 (31y9) vengono
rappresentati discordemente (in ordine decrescen-
te) i numeri da —0 a —15;

La rappresentazione in MéS, all'interno degli elabora-
tori, semplifica le operazioni di moltiplicazione e divi-
sione, ma complica notevolmente quelle di addizione e
sottrazione.



Numeri Binari Relativi 58

Complemento alla Base

Il concetto di complemento alla base ¢ intimamente
connesso alla rappresentazione di un numero (in
qualunque base r) su un numero limitato di cifre.

Per poter definire il complemento alla base di un nu-
mero si deve prefissare il numero di cifre k della sua
rappresentazione.

Data una base r, in un registro a k posizioni si puo
rappresentare qualunque numero MOD (rF).

ESEMPIO: contatore decimale a k cifre.

Se il contatore segna il numero N, puo essere pensato
come rappresentativo di qualunque numero N':

N =M -7+ N

con M intero.
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Aritmetica in Complemento alla Base

ESEMPIO: contatore decimale a 4 cifre.

Per fare 'operazione:

Ot o 0o
DO Ot ]
[l B il N
W DO Ot

Si puo calcolare:

S| Ww O
= Ot O
0|l = O
oo O

E successivamente calcolare:

8 7 2
6 4 8
b 2 1

Lo 0o Ot

1

Che MOD (10*) fornisce il valore richiesto.
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Complemento alla Base

Dato un numero N di k cifre in base 7, si definisce
complemento alla base di IV il numero:

r" — N

=
[

ESEMPIO:
Conir =10 ; k=2 ;: N =064

= 10° — 64 = 36

=

Connr=2 : k=5 ; N=01011

o= O
o= O

=
||
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Complemento alla Base Diminuita

Dato un numero N di k cifre in base 7, si definisce
complemento alla base diminuita di NV il numero:

ESEMPIO:
Conir =10 ; k=2 ;: N =064

N =99 — 64 = 35

Connr=2 : k=5 ; N=01011

11111
01011
10100

=
||
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Complemento alla Base Diminuita

Il complemento alla base diminuita di un numero in
base r si ottiene calcolando cifra per cifra il comple-
mento a (r — 1).

NOTA:

Il complemento alla base diminuita di un numero bina-
rio e detto complemento a 1.

Il complemento a 1 di un numero binario si ottiene
complementando il numero bit a bit.
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Relazione fra Numeri in Complemento

Dato un numero Ny di k cifre in base r, esiste la

seguente relazione fra il complemento alla base N, e
il complemento alla base diminuita N ).

Ny = 1% = Npy

N (i Lk

N(T)—(T —1)—N(T) = T —N(f,,)—l
Nuy = Ny +1
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Rappresentazione dei Numeri Interi

Relativi in Complemento alla Base

Utilizzando il concetto di complemento alla base, ¢
possibile introdurre una rappresentazione dei numeri
interi relativi, detta rappresentazione in comple-
mento alla base.

La rappresentazione in complemento alla base adotta
la seguente convenzione:

& Numert Positivi:

+N = 0| N|

& Numert Negativr:

—N = (r—1)|N|

Dove | N'| rappresenta il complemento alla base del
modulo del numero.
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Rappresentazione dei Numeri Interi

Relativi in Complemento alla Base

Dalla relazione

Ny = Ngy + 1

deriva la seguente regola pratica.

Sia dato il numero positivo su n cifre:

+N, = 0dp—2 -+ dydy

Il suo complemento alla base e dato da:

N(r) = (7“ — 1) dy_od,_5---didy + 1

dove:

65
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Rappresentazione dei Numeri Interi

Relativi in Complemento a 2

Vale la seguente assunzione.

& Numert positivi:

Sono rappresentati dal loro modulo e hanno il bit
piu significativo di segno a 0 (e quindi coincidono
con la rappresentazione in MéS).

+N = 0| N|

& Numeri negativi:

Sono rappresentati dal complemento a due del cor-
rispondente numero positivo, segno compreso.

[ numeri negativi hanno il bit piu significativo di
segno sempre a 1.

— N = 1|N|=|+ N|
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Regole per la complementazione a 2

Da decimale a complemento a 2.
Se N > 0 = 0] binario puro

Se N < 0 = 1) Prendere binario puro
Segno COMpreso
2) Complementare bit a bit
3) Sommare + 1

Da complemento a 2 a decimale.
Se N > 0 = 0] binario puro

Se N < 0 = 1) Prendere binario

Segno compreso
2) Complementare bit a bit
3) Sommare + 1
4) Convertire numero binario
5) Aggiungere il segno —

67
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Conversione decimale = complemento a 2

Applicando la precedente regola pratica ai numeri bi-
nari, consegue che il complemento a 2 di un numero
binario si ottiene complementando (in senso logico) cia-
scuna cifra, compresa quella rappresentativa del segno,
e aggiungendo 1 al risultato.

ESEMPIO

Conir=2 : k=6
+2l1p = 010101
—2l4p = 101010 +

1
101011

Verifica:

=

|

_— o O
O = O
_ o O
Ol = O
_— o O
_— O



Numeri Binari Relativi 69

Conversione complemento a 2 = decimale

ESEMPIO

Connr=2 ; k=6

011101 — +29

110011 — —13

001100 +
1

001101 (= +13)
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Negazione binario in complemento a 2

70

La negazione di un numero binario /V si ottiene facendo

il complemento a 2 del numero segno compreso.

ESEMPIO

0 1

10

1 101

0010

L0

11

00

0011

0110

1 001

00

1010

—
|l inversione

_|_

—
|l inversione

_|_

+29

—29

—10

+10
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Regola per la complementazione a 2

Ulteriore regola pratica per il calcolo del complemento
a 2.

Partendo dalla cifra meno significativa e proce-
dendo verso sinistra, lasciare inalterats tutts gle zer:
a destra del primo 1, lasciare inalterato tale 1, e
complementare (in senso logico) i restanti bit fino
al piu significativo.

ESEMPIO
01100
10100
11010
00110
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Intervallo di rappresentazione in
complemento a 2

Nel caso di numeri binari su n bit, si ha:

_271—1 S N S 271—1 L 1

Vengono utilizzate tutte le possibili 2" combinazioni,
con una sola rappresentazione per lo zero, e un numero
negativo in piu rispetto ai positivi.
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Corrispondenza decimale binario

in complemento a 2

Valori rappresentati su 5 bit in complemento a due.

Decimale Binario in Valore
Rappresentato | Complemento a 2 | Rappresentazione

+15 01111 15
+14 01110 14
+13 01101 13
+2 00010 2
+1 00001 1

0 00000 0
—1 11111 31
—2 11110 30
—14 10010 18
—15 10001 17
—16 10000 16
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Cerchio delle rappresentazioni in

Complemento a due

10000

00000

74
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Vantaggi Rappresentazione

in complemento a 2

Tenendo presente che si opera su registri di dimensione
finita k, e quindi con una rappresentazione M OD(rk),
le operazioni di sottrazione possono ridursi a operazioni
di somma complementando a due il sottraendo.

Dalla definizione di complemento alla base si deduce
che:

— My = Mgy —r*

Da cui:
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Rappresentazione dei Numeri Interi

Relativi in Complemento a 1

Vale la seguente assunzione.

& Numert positivi:

Sono rappresentati dal loro modulo e hanno il bit
piu significativo di segno a 0 (e quindi coincidono
con la rappresentazione in MéS).

+N = 0| N|

& Numeri negativi:

Sono rappresentati dal complemento a 1 del cor-
rispondente numero positivo, segno compreso.

[ numeri negativi hanno il bit piu significativo di
segno sempre a 1.

— N = 1|N|=|+ N|
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Rappresentazione dei Numeri Interi

Relativi in Complemento a 1

Sia dato il numero positivo su n cifre:

+ N, = 0dy—9 -+ dydy

Vale la seguente regola pratica.

Il complemento alla base diminuita ¢ dato da:

N(T) = (7“ — 1) an_gdn_g dldo

dove:



Numeri Binari Relativi 78

Regola per la complementazione a 1

La complementazione a 1 di un numero binario si ot-
tiene complementando singolarmente ogni bit del nu-
mero.

ESEMPIO

1011001

4

0100110

0110100

4

1001011
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Intervallo di rappresentazione in
complemento a 1

Coincide con l'intervallo di rappresentazione dei numeri

in Mé&S.

Nel caso di numeri binari su n bit, si ha:

—2"t -1 <N<ovl

Anche in questo caso si ha una doppia rappresentazione
per lo zero:

+0 = 000---0
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Corrispondenza decimale binario

in complemento a 1

Valori rappresentati su 5 bit in complemento a uno.

Decimale Binario in Valore
Rappresentato | Complemento a 1| Rappresentazione

+15 01111 15
+14 01110 14
+13 01101 13
+2 00010 2
+1 00001 1

0 00000 0
—0 11111 31
—1 11110 30
—2 11101 29
—13 10010 18
—14 10001 17
—15 10000 16
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Cerchio delle rappresentazioni in

Complemento a uno

10000
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Confronto Rappresentazioni

Confronto fra 1 valori rappresentati su 5 bit nelle tre
rappresentazioni introdotte.

Binario | M€ S| Compl 2| Compl 1
00000| O 0 0
00001 1 1 1
00010| 2 2 2
01101 13 13 13
01110| 14 14 14
01111 15 15 15
10000, —0 —16 —15
10001 —1 —15 —14
10010 —2 —14 —13
11101 —13 —3 —2
11110, —14 —2 —1
11111 =15 —1 —0
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SOMME E SOTTRAZIONI SU
NUMERI BINARI RELATIVI

Anno Accademico 1996-1997
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Addizione numeri binari in Mé§&S

Si calcolando separatamente il modulo e il segno del
risultato secondo la seguente tabella.

S(X) S(Y) S(R) | R |
0 0 0 (X |+ |V
11 1 X |+ |Y
0se | X |>|Y X|—-1|Y
0 1
lse | X|<|Y Y| - | X
0se | X |<|Y Y- 1|X
1 0
Lse [ X[>Y [ [[|X]—]Y]
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Addizione numeri binari in Mé§&S

Eseguire la seguente addizione con n = 6 bit.

ESEMPIO:

X = 110100 = —201qg

Y = 001011 = 411

S(X)=1,5Y)=0 S(R) =1
-
| X |>]Y ] |R|=|X[—-|Y]
10100 — — | X|
01011 — | Y|
01001 — | R|

R = 101001 = —910
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Addizione numeri binari in Mé§&S

Eseguire la seguente addizione con n = 6 bit.

ESEMPIO:

X = 100111 = —710

Y = 110010 = —18

S(R) = 1
[ R|=[X][+[Y]
00111 + — |X]|

10010 — Y|
11001 — |R|

R = 111001 = —2510
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Addizione numeri binari in Mé§&S

Occorre prestare attenzione al fatto che nelle operazioni
sul moduli degli addendi non si verifichino condizioni
di tracimazione (overflow).

La tracimazione si individua dal fatto che, nella somma
fra i soli moduli, si ottiene un bit di riporto dalla cifra
piu significativa.

ESEMPIO  (n = 6 bit):

X = 010111 = +23q9
Y = 001110 = +14qg

S(R) = 0
| R|=]X]+|Y]

10111 + — | X|
01110 — | Y|
100101 — | R |

C' =1 = overflow: c’e stato riporto dal bit piu
significativo del modulo.
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Sottrazione numeri binari in M§&S

Si opera come nel caso della somma, calcolando sepa-
ratamente il modulo e il segno del risultato secondo la
seguente tabella.

S(X) S5(Y) S(R) | R
Ose [X 2|V ] [|X]—=]Y]
0 0
Lse | X |<|Y]||Y]—]X]|
0 1 0 | X |+ | Y|
10 | (X |+ |Y]
0se | X|<IY] (1Y)~ |X]
1 1
Lse [X|>[Y ][ [{[X]—]Y]
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Sottrazione numeri binari in M§&S

Eseguire la sottrazione X — Y con n = 6 bit.

ESEMPIO:

X = 110100 = —201qg

Y = 111011 = =279

S(X)=1,5Y)=1 S(R) =0
—
| X | <]Y | R|=[Y ]| - ]X]
11011 — — |Y|
10100 — | X
00111 — | R|

R = 000111 = +710
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Operazioni numeri binari in

complemento a 2

Le operazioni di somma e sottrazione nella rappre-
sentazione in complemento a 2 sono particolarmente
agevoli, per le seguenti condizioni:

<& Sia la somma che la sottrazione si riportano ad una
oparazione di somma (eventualmente complemen-
tando un operando).

<& 1 bit di segno si tratta con le stesse regole con cui
si trattano tutti gli altri bit del numero.
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Addizione numeri binari in
complemento a 2

Si applicano a tutti i bit le regole per i binari puri.

Contrariamente a quanto avveniva per 1 binari puri il
bit di carry non fornisce alcuna informazione sulla cor-
rettezza del risultato.

ESEMPIO  (n = 6 bit):

101100 = — Y =20y
1001001 — R +9 (1)

Il risultato e corretto anche se il riporto dalla cifra piu
significativa vale C,, = 1.

011001 + — X 42509
010100 = — Y 4204
0101101 — R =19

Il risultato non e corretto anche se il riporto dalla cifra
piu significativa vale C,, = 0.
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Addizione numeri binari in
complemento a 2

Condizione di tracimazione (overflow)

Si verifica una condizione di tracimazione quando il
risultato dell’addizione non appartiene all'intervallo dei
numeri ammessi nella rappresentazione a n bit:

[—2n_1, _|_<2n—1 . 1)]

Regola pratica

Si puo riconoscere la condizione di tracimazione at-

traverso due possibili regole:

<& I riporti generati in corrispondenza dei bit di peso
n e di peso (n — 1) sono diversi.

<& Gli addendi sono concordi e il bit di segno del risul-
tato e diverso dal bit di segno degli addendi.
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Addizione numeri binari in
complemento a 2

ESEMPIO Verifica Tracimazione:
n = 6 bit

1001001 — R +9 (10
Poiche C,, = 1 e C,_1y = 1 il risultato ¢ corretto

(I'operazione non puo essere in overflow perche il segno
degli addendi e discorde).

011001 + — X +25 (10)
010100 = — Y +20 (10
Poiche C,, = 0 e C,_1 = 1 il risultato e errato (esi-

stono potenziali condizioni di overflow perche il segno
degli addendi & concorde).
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Sottrazione numeri binari in

complemento a 2

Viene ricondotta ad un operazione di somma
(MOD(2")) addizionando al minuendo il complemento
a 2 del sottraendo.
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Sottrazione numeri binari in

complemento a 2

ESEMPIO  (n = 6 bit):

Dati:
X = 010010 = 418y

Y = 001011 = +11q

Calcolare: X —Y

010010 + — X
110101 = — Y
1000111 — —|—710

Il risultato e corretto.
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Sottrazione numeri binari in

complemento a 2

ESEMPIO  (n = 6 bit):

Dati:
X = 010010 = +18qg
Y = 001011 = +11q
Calcolare: —-X +Y
101110 + — X
001011 = — Y
111001 — =710

Il risultato e corretto.
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Operazioni su numeri binari in

complemento a 2

Osservazioni conclusive.

<& Sommando due numeri positivi si ha sempre
carry = 0 e si puo avere o meno overflow.

<& Sommando due numeri negativi si ha sempre
carry = 1 e si puo avere o meno overflow.

<& Sommando due numeri di segno discorde non si ha
mai overflow e si puo avere ogni valore per il carry.



