1 PROGRAMMAZIONE LINEARE

1 Programmazione lineare
1.1 Modelli matematici

Modelli matematici per la logistica (la separazione tra i due gruppi non & netta):
e Modelli di programmazione matematica

— Produzione

— Bin packing (Zaino)
— Trasporto

— Magazzino

— Assegnazione

— Commesso viaggiatore
— Scheduling

— Supply Chain
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e Modelli su reti

— Albero di costo minimo
— Cammino minimo

— Flusso massimo

— Routing e scheduling

— Localizzazione (Location)

— PERT (Project Evaluation and Review Techniques)

| modelli possono essere utilizzati in fase progettuale e/o gestionale
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Esempio 1.1 (Connessione - Progettazione e gestione)
Un'azienda ha 4 impianti (1, 2, 3, 4) che devono essere collegati ad una centrale elettrica (0):

PROGETTAZIONE GESTIONE
2) = <3 ©) (3)
7 6 7 O
o @ L @
*Eé% 501
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1.2 Problema di programmazione matematica

e clementi del problema da determinare: variabili decisionali
e relazioni (funzioni matematiche) intercorrenti tra le variabili

— funzione obiettivo: valore del problema

— vincolri: definiscono i valori ammissibili delle variabili
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Forma generale

maz {f(x) st. x € R", ¢g;(x) <0,

oppure:
max f(x)

s.it. gi(x) <0, i=1,...

dove x € R" sono le variabili decisionali
f :R"™ — R e la funzione obiettivo

gi(r) <0,9, : R" = R,i=1,...,m sono i vincoli
Riduzione alla forma generale
1 min {f(z)} = —maz {—f(z)}
2.9(x) > 0 —g(x) <0
3.9(z) =0 & g(z) < 0;—g(z) <0

i=1,...

s 1T

,m}
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Soluzioni ammissibili
S, = insieme dei valori di x per cui i vincoli sono soddisfatti

= insieme delle soluzioni ammissibili o insieme ammissibile o regione ammissibile
Puo essere vuoto, limitato o illimitato

Soluzioni ottimali
S+ = insieme dei valori di S, in cui la funzione obiettivo assume il valore massimo

= insieme delle soluzioni ottimali o insieme ottimale o regione ottimale
Puo essere vuoto, limitato o illimitato

Soluzione di un problema di programmazione matematica

Determinare sia una soluzione ottimale (punto di massimo) che il valore della funzione obiettivo
(valore massimo)

e ricerca una strategia ottimale — punto di massimo
e confronto tra differenti strategie — valore massimo

Se l'insieme ammissibile non & chiuso puo non esistere il massimo, ma solo I'estremo superiore
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1.3 Problema di programmazione lineare

E' un problema di programmazione matematica in cui la funzione obiettivo e i vincoli sono
lineari, o piu esattamente affini
Forma canonica

T

maxr z=c'x
sit. Ax <b
x>0

dove ¢ (vettore dei costi = gradiente della funzione z) e x € R", A (matrice dei vincoli) & una
matrice m X n e b (vettore dei termini noti) € R”

Se nella forma canonica b > 0 il problema ammette la forma normale

Riduzione alla forma canonica

T'e & —maxr — 2= (—c)lx

2. Az > b (—A)x < (—b)
33Ar =b< Az <0b;, (—A)x < (-Db)

1. min z=c

4. x <0< (—x) >0

5. non vincolata & v =2' —2"; ' > 0; 2" >0
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Soluzioni ammissibili

Sa € convesso in quanto intersezione dei semispazi (Ax); < bj,7 = 1,....,m; z; > 0,1 =
1,...,n e puo essere:

e vuoto (vincoli incompatibili)
e limitato (poliedro convesso)
e illimitato (troncone convesso)

(Az); =b;,5=1,...,m; x; =0,i=1,...,n si dicono iperpiani generatori

Un punto di S, intersezione unica di almeno n iperpiani generatori si dice vertice di S,

Un punto di S, intersezione unica di piu di n iperpiani generatori si dice vertice degenere
L'intersezione di almeno n — 1 iperpiani generatori di cui n — 1 linearmente indipendenti € una
retta

La parte di retta appartenente ad S, si dice spigolo di S,
| due vertici estremi di uno spigolo limitato si dicono adiacenti
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Soluzioni ottimali

S, € insieme convesso ed e contenuto nella frontiera di .S, se z non & costante, e puo essere:

® vuoto

e costituito da un unico punto

. o . - limitato (poliedro convesso)
e costituito da infiniti punti . .
- illimitato (troncone convesso)

Se S, € vuoto non esistono soluzioni ottimali

Se S, & un poliedro convesso esistono sempre soluzioni ottimali (teorema di Weierstrass)

Se S, € un troncone convesso o esistono soluzioni ottimali o la funzione obiettivo e superiormente
illimitata

® 1 @ ®)

@/L %

atiA
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1.4 Teorema fondamentale

Teorema 1.1 (Teorema fondamentale della programmazione lineare)
Se un problema lineare ha soluzioni ottimali almeno una di esse e un vertice di S,

Dimostrazione

Si possono distinguere due casi:
1. S, costituito da un poliedro convesso K

2. S, costituito da un troncone convesso 1’

Caso 1 Siano zy,...,x, i vertici di K
Sia 2* una soluzione ottimale del problema lineare scritta come combinazione convessa
dei vertici di K:

xt = Z \;ix; con Z N=1LXN>0,i=1,....p
1=1,....p 1=1,...p

Posto z; = z(x;) e con z* = z(x*), per la linearita di z si ha:
2= E )\Z'ZZ'
1=1,....p

Supponendo per assurdo che nessun vertice di K sia ottimalesiha z; < z*,2=1,....p
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e quindi:

N
*
|
>
RN
A
>
N
*
|
N
*
>
|
I\
*

1=1,....p 1=1,....p 1=1,....p

Caso 2 T puo essere scritto come somma di un poliedro convesso K1, avente gli stessi vertici
di T', e un cono poliedrico K|, avente gli spigoli paralleli agli spigoli illimitati di 7":

T =K + K

Siano uy, ..., u, i vertici di ;e vy,...,v, i generatori di K
Sia x* una soluzione ottimale del problema lineare che puo essere scritta come:

r*=u+vconu € Kyev e K

A loro volta © e v possono essere scritti come:

= D i A con Y N =1, A 2>0i=1,..,p
Vo= iy vy con g >0,5=1,..,¢

= E )\iuz’ + E iU
1=1,...p j=1,....q

quindi:
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Posto z; = z(u;), 2 = 2(vj) e 2

J

/

2= Az + E HjZ;
1=1,...p j=1,....q

z(x*) per la linearita di z si ha:

| valori zé sono tutti non positivi, altrimenti al crescere di 1; anche z* crescerebbe,

> 0
j=1,....q

Inoltre supponendo per assurdo che nessun vertice di 1" sia ottimale si ha z; < 2,1 =

quindi:

1,...,p e quindi:
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e |l teorema precedente riduce la ricerca della soluzione ottimale ai soli vertici di S, e costituisce
il fondamento dell’algoritmo del simplesso

e |'enunciato riportato sottintende che il problema sia in forma canonica
Si consideri il seguente problema:

maxr z = I1+ X9
st. x1+x9 <1

2 =1, Soit = {(z1, 22) € R?*|x1 + 29 = 1} ma non esistono vertici

e Esiste un teorema, analogo ma meno importante, relativo alle soluzioni ammissibili:
Se un problema lineare ha soluzioni ammissibili almeno una di esse € un vertice di S,

Un problema lineare presenta uno dei seguenti casi mutualmente esclusivi:
1. .S, & vuoto

2. esistono soluzioni ottimal

3. la funzione z e superiormente illimitata

1 e 3 si dicono casi di impossibilita
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1.5 Procedimento del cardine

Siano dati n vettori vq,...,v,, non necessariamente linearmente indipendenti e m vettori
ai,...,a, appartenenti allo spazio generato da vy,...,v,
ai,...,Q,;, PosSsono essere espressi come combinazione lineare di vy, ..., v,:

ap = A\pU1 + ... + A\, h=1...,m

Se \;j # 0 e possibile scambiare il vettore a; e il vettore v;:

A Aij—1 1 Ai j+1 Ain
Vj—=—7TU1 —...— )\ ”Uj_1—|—)\—CLZ'—)\—’Uj+1—... )\Un
1] 1] 1] 1]

e sostituendo si ha:

Ahi A
ap = ()\hl — )\Zl)\—z‘;) v+ ...+ ()‘h,j—l — )\Z"j_lv}i) Vj—1 T

Ap, Ap, Ap, )
+ V@?CL@ + ()\h,j+1 — Ai’jﬂﬁ) Vjp1 + ... T ()\hn — )\m)\—};j) Un, h # ?

Lo scambio di a; e v; & detto procedimento del cardine e |'elemento A;; € detto cardine o prvot
Se i vettori v1, ..., v, costituiscono una base anche i vettori a; e vy, k # j costituiscono una
base per lo stesso spazio



1 PROGRAMMAZIONE LINEARE

Rappresentazione tabellare:

(0 V; (.
aj | A1 )\lj Aln
a; | Ail >\z‘j Ain
A, )\ml )\mj )\mn
Facendo cardine su \;; si perviene alla tabella:
(0 a; (.
A Alj
ap | Al — Aﬂr Ap — >\mA.A
1) )
)\2'1 1 )\m
v. —_—t [ JEN—CE L
J ij Aij Aij
)\mj )\mj
am )\ml AZlT‘j )\mn )\m)\_”

15
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1.6 Algoritmo del simplesso - Dantzig (1947)

Dato un problema lineare in forma canonica:

maxr z =Clx1+ ...+ Ty + Co
st. apxi+ ...+ apr, < b

Introducendo le variabili u;, 7 = 1,...,m si ottiene:

maxr z = Clx1+ ...+ Ty + Co

S.t. Uy = —a111 — ... — aQ1ply + bl
Um — _a/mlxl T e e e a/mnxn _|_ bm
x; >0 )

, T

16
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Rappresentazione tabellare:

I ce Tn
Uy | —ayr ... —ain bl
Um _a/ml o« o . _a/mn bm
Z C1 ce Cn, &)
L'intersezione dei semispazi z; > 0,72 = 1,...,n,u; > 0,7 = 1,...,m definisce la regione

ammissibile

Le variabili z; formano una base di R" in quanto associate ai versori di R"

Per definizione si associa alla tabella il vertice intersezione degli iperpiani ottenuti annullando
le variabili della base corrente

L'ultima colonna rappresenta il valore delle variabili non in base corrente e il coefficiente ¢
rappresenta il valore di z

Se i coefficienti dell'ultima colonna, escluso ¢, sono tutti non negativi il punto risulta ammissibile
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1.6.1 Ricerca della soluzione ottimale

Si cerca una soluzione ottimale spostandosi da un vertice ammissibile ad un altro vertice am-
missibile adiacente, in modo che nel nuovo vertice z abbia un valore non peggiore

Si opera uno scambio di variabili col procedimento del cardine tra una variabile in base detta
variabile uscente e una variabile fuori base detta variabile entrante

L'algoritmo del simplesso assegna un criterio per determinare le variabili da scambiare

Sia data la seguente tabella di un problema lineare ad una generica iterazione dell’algoritmo del
simplesso, relativa ad un vertice ammissibile:

Y1 Yi oo Yn

Yn+l | Q11 - .. Q1 .. Qi | B
Yn+j | 1 -0 Q4 o (p 63‘
YUn+m | C¥m1 -« Qi - .. Cpp 6771
< Mo Yo oo TOn |0
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Scelta della variabile uscente

. . o 8,
Facendo cardine su «; il valore di 2 risulta vy — Yis

/

Qg
v; deve essere positivo

Scelta della variabile entrante

Scegliendo v, ; come variabile entrante essendo y; la variabile uscente si ha:

o 5
Ynak — 6/€_6j@_ﬁ k#]
Per |'ammissibilita:
B s
j;
6k_6j2§§20 k#]

La prima e vera solo se a;; < 0
La seconda e vera se a; > 0, mentre per aj; < 0 equivale a:

6] > 61{
Qg O
che é vera se:
.o argmaz Gr | argmin || Gk
J AL < 0 Q)i AL < 0 Q)i

19

B
y, = ——= deve essere non negativo, quindi per ottenere un incremento della funzione obiettivo
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e || criterio di scelta della variabile uscente non e rigoroso
In fase di implementazione & necessario quindi precisare il criterio (il massimo dei ;, il primo
da sinistra, ecc.)

e || criterio di scelta della variabile entrante & rigoroso tranne nei casi in cui esistano piu indici
per cui si ottiene il minimo in valore assoluto; in questo caso in fase di implementazione &
necessario precisare il criterio (il primo dall’alto, ecc.)

Una volta determinate le variabili da scambiare si applica il procedimento del cardine
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1.6.2 Interpretazione geometrica

Scelta dell'iperpiano generatore uscente

| coefficienti della funzione obiettivo rappresentano le componenti del gradiente secondo la base
corrente
2 € crescente lungo gli spigoli con y; crescente se ; € positivo

Scelta dell'iperpiano generatore entrante

Scegliendo y; = 0 come iperpiano generatore uscente di base lo spostamento dal vertice corrente
al vertice ammissibile adiacente lungo lo spigolo y;, = 0, h # 1 si ottiene facendo entrare in base
il primo iperpiano generatore non in base

Il punto di intersezione dell'iperpiano generatore v, = 0,k = 1,...,m con lo spigolo
yn = 0, h # 17 ha coordinate, nella base corrente:

yp =0 h +#i

yi = —2 (<= Yo = agiyi + Bp = 0)

QL
Se 1; < 0 lo spostamento e avvenuto nella direzione decrescente per y; e quindi non € ammissibile
altrimenti |'iperpiano generatore che viene incontrato per primo e quello per cui il valore di y;
e minimo
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1.7 Terminazione

1.7.1  Ottimalita
Dall’ultima riga si ricava:

Z=MY1 T TVl e T YlYn T Y0

Se v, < 0,1 =1,...,n allora in tutta la regione ammissibile il valore di z &€ non migliore di
quello corrente

Si definisce tabella ottimale una tabella che ha l'ultima riga, tranne al piu l'ultimo elemento,
tutta non positiva e l'ultima colonna, tranne al piu l'ultimo elemento, tutta non negativa
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1.7.2 Funzione obiettivo superiormente illimitata
Dalla tabella si ricava:

Yntk = QY1 + .o+ il + .+ Qpnln + B k=1,....,m

per cui se in corrispondenza di un coefficiente 7, > 0 si ha a; > 0,k = 1,...,m allora le
variabili 4, rimangono ammissibili al crescere di y;, per cui v;y; puo crescere indefinitamente
e z risulta superiormente illimitata

e Regione ammissibile illimitata

Indipendentemente dal valore di v; la condizione ap; > 0,k = 1,...,m vuol dire che la
regione ammissibile ammette uno spigolo illimitato, cioe risulta essere un troncone
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Esempio 1.2 Risolvere con I'algoritmo del simplesso il seguente problema di programmazione lineare:

min z = —x1 — 4x
st. w9 <2
1+ 219 <5
T1, L9 >0

Riportando il problema in forma canonica, la tabella iniziale e data da:

T1 T2
Uy 0 [—1]| 2
uy | —1 =2
—z| 1 4
r=(0,0),2=0
1 U
T 0 =112
us ||—1] 2
—z| 1 —4]8
r=(0,2),z=-8
U2 Uy .
ro | 0 —113
r1 | —1 2 |1
—z|—1 =219

La tabella é ottimale e la soluzione é x* = (1,2), 2" = —9

24
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1.8 Convergenza

L'algoritmo del simplesso converge in quanto i vertici sono in numero finito e, tranne nei casi
degeneri, ad ogni iterazione si determina un vertice in cui la funzione obiettivo € non peggiore
dei precedenti, per cui non si ritorna su uno stesso vertice

Quindi in un numero finito di passi si determina un vertice ottimale, se esiste, oppure si determina
un vertice che e origine di uno spigolo illimitato su cui la funzione obiettivo e superiormente
illimitata
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1.9 Ricerca di una tabella ammissibile

Se il problema lineare non ammette la forma normale la tabella iniziale associata all’origine non
e ammissibile, pertanto e necessario determinare una tabella ammissibile, se la regione ammis-
sibile € non vuota

In questo caso si applica un diverso criterio per determinare le variabili da scambiare

Per la non ammissibilita esiste almeno un 3; < 0

Si cerca un aj; > 0 e si determina cosi la variabile uscente y;

Scegliendo come cardine ay; < 0 con B > 0 la variabile entrante e quella per cui si ha il

ki

Facendo cardine ay; > 0 con 3, < 0 la variabile entrante e quella per cui si ha il massimo di

‘f—k“ in modo che tutti i termini noti negativi corrispondenti a coefficienti positivi nella colonna

ki

minimo di ‘f—’f‘ in modo che tutti i termini noti non negativi restino non negativi

della variabile uscente diventino non negativi

[l criterio converge poiche ad ogni passo i termini negativi diminuiscono di numero o diminuisce
il valore assoluto del piu negativo
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e || criterio di scelta della variabile uscente non e rigoroso
In fase di implementazione & necessario quindi precisare il criterio (il massimo degli «;;, il
primo da sinistra, ecc.)

e || criterio di scelta della variabile entrante € anche meno rigoroso
Si noti che il caso aj; > 0 e 3; < 0 esiste sempre
In fase di implementazione & necessario precisare il criterio
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Esempio 1.3 Risolvere con I'algoritmo del simplesso il seguente problema di programmazione lineare:

maxr z = 2r1+ To
st. x1+x9>1

La colonna di x5 indica che la funzione obiettivo é superiormente illimitata

r1 <4
r1,Tg > 0
Riportando il problema in forma canonica, la tabella iniziale € data da:
r1 T
Uy —1
uy | —1 0
z |2 110
z=(0,0),2 = 12
Uy To s
ry| 1 —1] 1 Uy
ug [|—1] 1| 3
2 —1] 2
r=(1,0),z=2
Uy T9 0 T T
x| —1 0] 4
ur|—1 11 3
z | =2 1138
r=(4,0),2=38
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Regione ammissibile vuota

Se a 3; < 0 corrispondono «;; < 0,7 = 1,....n allora non esistono soluzioni ammissibili
J Jt ’ ) )
perche la condizione:

Yntj :ozjly1+...+ozjz-yi+...+ozjnyn+6j > ()
non puo essere soddisfatta

e Regione ammissibile limitata

Se ad un termine 3; > 0 corrispondono coefficienti aj; < 0,2 = 1,...,n vuol dire che la
regione ammissibile & limitata in quanto da:

ozjly1+...+ozjz-yi+...+ozjnyn+6j20

Sl ricava: 3
J

Oéjz'

Y; > ’1:21,...,71

eSe 3 =0eq; <0,i=1,...,n la regione ammissibile si riduce ad un punto
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1.10 Casi particolari

1.10.1 Soluzione degenere e ciclaggio

Se in una tabella esiste 3; = 0, il corrispondente iperpiano y,,4; = 0 pur non formando la base,
passa ugualmente per il vertice rappresentato dalla tabella, che risulta degenere

Se Yp4; viene scelta come variabile entrante i valori delle variabili restano invariati e la nuova
tabella rappresenta lo stesso vertice

Oltre a rimanere nello stesso vertice, possono presentarsi ciclicamente le stesse basi
Questo fenomeno detto ciclaggio puo essere evitato utilizzando diversi metodi, ad esempio |a
regola di Bland e il metodo delle perturbazioni di Wolfe

1.10.2 Infinite soluzioni ottimali

Se v; = 0 incrementando la variabile y; la funzione obiettivo non varia; pertanto se la tabella &
ottimale scegliendo 1; come variabile uscente e possibile determinare un nuovo vertice ottimale
(salvo nel caso di vertice degenere)

Per la linearita del problema vuol dire che tutti i punti dello spigolo sono ottimali

Se tutti gli aj;,5 = 1,...,m sono non negativi allora esiste uno spigolo illimitato di punti
ottimali
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1.10.3 Problemi con vincoli di uguaglianza

Sono possibili differenti metodologie:
e ricondurlo alla forma canonica

e definire un problema associato in cui tutti i vincoli di uguaglianza Ax = b sono scritti
in forma di disuguaglianza Ax < b e la funzione obiettivo & data dal valore dei vincoli
11 (Az — b)
se esiste una soluzione ottimale di valore nullo per il problema associato si ritorna al problema
dato
le condizioni di ottimalita escludono le u relative ai vincoli di uguaglianza

e forzare i vincoli di uguaglianza ad entrare in base (poiché devono avere valore nullo), verifi-
cando che quelli eventualmente rimasti fuori base abbiano anch’essi valore nullo
le condizioni di ottimalita escludono le u relative ai vincoli di uguaglianza
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1.10.4 Scelta della variabile uscente

32

La scelta dell’'elemento su cui “fare cardine” riveste un ruolo molto importante, ma non e pos-
sibile fissare regole generali, visto che la tabella rappresenta una situazione “locale”

4

X2

[/

X1

Componente maggiore del gradiente o incremento maggiore della funzione obiettivo?

Dipende ...

;

—




2 DUALITA

2 Dualita
2.1 Problema duale

Dato il problema lineare (primale):

T

maxr z=cx
st. Ax<b
x>0

E sempre possibile definire un problema ad esso associato (duale):

min w = bl u
st. ATu>c
u >0

e A matrice m xn=x € R" ueR"

33
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2.2 Proprieta di un problema e del suo duale

1. |l duale del problema duale coincide con il problema dato
Dimostrazione

Riportando il problema duale in forma canonica si ha:

—maxr —w = —blu
s.t. — ATy < —¢
u >0
il cui duale e:
—min —t=—cly
s.t —(ADYTy > —b
y >0

che puo essere riscritto come:

che e equivalente al problema dato
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2. Se un problema lineare e il suo duale hanno rispettivamente soluzioni ammissibili 2" e u"
allora vale:

e inoltre entrambi hanno soluzioni ottimali
Dimostrazione

Per I'ammissibilitd di 2° e «° si ha:

Az’ < b, ' >0 = (A2%) T’ < b
ATy? > ¢, 2" >0 = (ATu) 2 > 'l
Osservando che (Az") T u" = (ATu")! 2" si ha la tesi L

3. Se un problema lineare e il suo duale hanno rispettivamente soluzioni ammissibili z* e u*

per cui vale ¢’ z* = b'u*, allora x* e u* sono soluzioni ottimali rispettivamente del primale
e del duale
Dimostrazione

Dalla proprieta 2 si ha:

e <blu*=clz* = x* ¢ ottimale
blu > 'z = blu* = u* e ottimale
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4. | teorema della dualita
Uno dei due problemi ha soluzioni ottimali se e solo se ne ha anche I'altro

In questo caso max z = min w
Dimostrazione

Dati un problema e il suo duale in forma canonica:

mar z=clz —maxr —w = (—b)lu
st. Ax<b s.t. (=AY u < (=)
x>0 u > 0

le corrispondenti tabelle iniziali sono:

xl ul
ul—A\b x | AT | —c
21 ' |0 —w | —=bl] 0

Le due tabelle sono una la trasposta cambiata di segno dell’altra; applicando il metodo del
simplesso alla prima tabella, si supponga di far cardine su —(A);;, allora nella seconda tabel-
la si fa cardine su (A”);;, cosi le tabelle successive sono ancora una la trasposta cambiata
di segno dell’altra, fino alla tabella ottimale di uno dei due problemi

Allora anche la sua trasposta cambiata di segno e ottimale
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Dalla tabella ottimale del problema primale si ha:

mar z =y
e dalla tabella ottimale del problema duale si ha:

—maxr —w = —7Y

Cio€:

min W = Y
per cui mar z=min w s

5. Se uno dei due problemi ha soluzione illimitata allora I'altro non ha soluzioni ammissibili
Dimostrazione

Se I'altro problema avesse una soluzione ammissibile il valore della funzione obiettivo in quel
punto sarebbe un limitante per la funzione obiettivo del primo problema )

6. Se uno dei due problemi non ha soluzioni ammissibili allora I'altro o ha soluzione illimitata
o non ha soluzioni ammissibili
Dimostrazione

Se l'altro problema avesse soluzioni ottimali le avrebbe anche il primo problema )
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7. Il teorema della dualita

Due soluzioni ammissibili * e ©* sono soluzioni ottimali se e solo se valgono le relazioni:
(b — Az*)Tu* = 0
(ATur — e)la* = 0

Dimostrazione

Se valgono le relazioni:

(b— Ax*)Tur =0

(ATu* —e)fa* =0
sommando membro a membro si ottiene:

bTu* . (AZC*)TU* + (ATU*)TZU* . CTZC* —0
e ricordando che (Az*) u* = (ATu*)T2* si ha:
blu* =l

che per la proprieta 3 fornisce I'ottimalita di z* e u*

Viceversa se £* e u* sono ottimali, per il | teorema della dualita, si ha:
bTU* _ CTZC*
Aggiungendo e togliendo la quantita u*’ Az* e riordinando si ha:
(b — Az*)'u* + (ATu* — c)la* =0

e per i vincoli dei due problemi si ricavano le relazioni cercate

38
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e Le relazioni del Il teorema della dualita vengono chiamate anche condizioni di complemen-
tarieta

e Un vincolo di uno dei due problemi puo essere soddisfatto come uguaglianza e la corrispon-
dente variabile dell’altro problema puo essere nulla

e La tabella ottimale di un problema fornisce la soluzione del problema duale:

w" = z*

0 se la variabile primale u; € fuori base

S
|

u; = —; se la variabile primale u; ¢ in base
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2.3 Interpretazione economica del problema duale

Problema di produzione

NQCB&G‘

vincoli

maxr z=clx
st. Ax <b
x>0

vettore delle risorse

vettore dei beni prodotti

matrice tecnologica (unita di risorsa per unita di bene prodotto)
vettore dei valori unitari dei beni prodotti

valore dei beni prodotti

non si possono utilizzare piu risorse di quelle disponibili
quantita di beni prodotti non negative

40
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unita di rsorsa

unita di bene
denaro

d = unita di bene

e dalla relazione [A][u] = |c] si ricava:

denaro

u] = unita di risorsa

Problema duale
U costo-ombra delle risorse

(valore di una ulteriore unita di risorsa in quel processo produttivo)
w costo-ombra globale delle risorse o valore-ombra del processo produttivo
vincoli costi-ombra unitari non inferiori ai valori dei beni prodotti

costi-ombra non negativi

Le variabili duali non rappresentano il valore unitario delle risorse perche € un dato e non una
variabile, inoltre alcune risorse risultebbero avere valore nullo

[l termine costo-ombra & dato dal fatto che non e legato al valore effettivo della risorsa, ma a
quello che ha in quello specifico processo produttivo (matrice tecnologica e risorse)
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Se una risorsa non viene completamente utilizzata il costo-ombra € nullo, altrimenti puo essere
positivo o nullo

Un bene non viene prodotto se il costo-ombra & superiore al suo valore, altrimenti puo essere
prodotto o meno

Se una risorsa non & completamente utilizzata non vi & nessun vantaggio ad averne una mag-
giore disponibilita, altrimenti il valore dei beni prodotti puo essere incrementato disponendo di
una ulteriore unita di risorsa (variabile duale non nulla) o puo restare invariato (variabile duale
nulla)

Se il costo-ombra delle risorse necessarie a produrre un bene & superiore al suo valore & svan-
taggioso produrlo, altrimenti puo essere svantaggioso produrlo (variabile primale nulla) o puo
non esserlo (variabile primale non nulla)
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Ulteriore interpretazione

Una ditta vuole acquistare tutte le risorse e deve determinare il valore ottimale dei prezzi u da
offrire per ogni unita di risorsa

La ditta cerca di minimizzare la spesa di acquisto
min  blu

[l valore delle risorse necessarie a produrre una unita di bene deve essere non inferiore al suo
valore unitario
Alu > ¢
| prezzi devono essere non negativi
u >0
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Esempio 2.1 (Modello di produzione lineare)

Due processi produttivi utilizzano due risorse, R e Ry, per produrre due beni, By e By; una
unita di By richiede 1 unita di Ry e 2 unita di Ro, mentre una unita di By richiede 3 unita di
Ry e 1 unita di Ry. Si supponga di disporre di 12 unita di Ry e 6 unita di Ry e che una unita
di By abbia valore 4 e una unita di B> abbia valore 1

Problema primale Problema duale

x
maxr z = 4x1 + x9 : min w = 12u; + bus
s.t. 11+ 3xe < 12 st. up+2ug >4
201 + 19 < 0 3up + us > 1 Z%
x1, 9 > 0 uy, ug = 0
* * — *
¥ =(3,0); 2" =12 T u* = (0,2); w* =12

Ui

uj = 0 in accordo col fatto che la risorsa R1 non & completamente utilizzata
u = (1,0) porterebbe allo stesso valore di w, ma in questo caso si potrebbero vendere solo 9

unita di Ry, ottenendo 9, e utilizzare le risorse trattenute per produrre tre unita di By con un
valore 12, migliorando il risultato &
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Esempio 2.2 (Significato delle variabili duali)
Sia uj #0, cioé )., ., aix; =Db;
Seb) =b; + 1 si ha:
= Z bpu; + bjuf = w* + u;
h#j
e quindi 2% = 2* + u} &

Esempio 2.3 (Significato dei vincoli duali)
Sia ) iy p0ix;=0b,ul #0euy=0k#i

I vincoli duali si rlducono a a;ju; > c¢j da cui si ricava:

dove ~- rappresenta il valore unitario fornito dalla risorsa i se & utilizzata per produrre il bene j
g

. \ C " \ " . .\ .
La soluzione é u; = max; {a—]} cioé il costo-ombra della risorsa i & uguale al massimo valore
ij

unitario che puo essere fornito dalla risorsa &
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Esempio 2.4 (Paradosso dell’anellino) Un artigiano stravagante fabbrica anellini di plasti-
ca con diamanti autentici

Dispone di un anellino del costo di 1 dollaro e di due diamanti del costo di 900 dollari
Un anellino con diamante viene venduto per 1000 dollari

maxr z=99x  profitto

st. =<1 vincolo sugli anelling
r <2 vincolo sut diamants
x>0
x Uq
U, | —1%|1 x| —1]1
Uqg| —1 {2 ug| 1 |1
2199 |0 2 1 —99199

x*=1,z"=99

si produce un anellino con un profitto di 99 dollari

u, =99, u; = 0,w" =99
l'artigiano € disposto a pagare fino a 99 dollari in pit per un altro anellino, ma non e disposto
a pagare alcunche per un altro diamante 5
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APPENDICE - Formulazione del problema duale col problema primale in forma non canonica

Problema primale di massimo Problema duale di minimo
coefficienti della funzione obiettivo termini noti dei vincoli

termini noti dei vincoli coefficienti della funzione obiettivo
colonna 3 dei coefficienti riga 7 dei coeflicienti

riga ¢ dei coeflicienti colonna ¢ dei coeflicienti

zj 2 0 2 imt,m Gijlhi 2 €

zj <0 2 imt,m Qi < €

z; libera Zi:h“’m ;U = C;

D ict. . @ijTi < b; u; 2 0

2=t Q%5 2 by u; <0

2 j=1

0 QijTj = b; u; libera

gooe
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Problema primale di minimo

coefficienti della funzione obiettivo
termini noti dei vincoli

colonna 3 dei coefficienti

riga, ¢ del coefficienti

ZCj Z 0

ZCj S 0

x; libera

2 it Wi < b

D i1, @ijTj = b

D jt,.n Wi = b;

Y

Problema duale di massimo

termini noti dei vincoli

coefficienti della funzione obiettivo
riga 7 dei coeflicienti

colonna ¢ dei coeflicienti

D i,
Dict, m Qijli = €
D ict,.m Gijli = €
U; S 0

U; Z 0

u; libera

o Qi < Cj
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3 Programmazione lineare a numeri interi

3.1 Problemi lineari interi

Dato il problema lineare ordinario (PLO):

mar z = CTZE'

sit. Ax <b
x>0

aggiungendo la condizione di integrita:

r,e Nyiel

si ottiene un problema lineare a numeri interi (PLI) ad esso associato

X2

<

XT ;
! PLI misto

PLI puro

X1

49
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Proprieta generali

o S| C S, per cui
S,=0=S5 =10

Z(x)=z(x),x €S, = sup 2’ < sup z

La soluzione di un PLI puo risultare complessa poiche non esiste alcuna relazione con |'insieme
delle soluzioni ottimali del PLO

X2 X2
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Classi di metodi risolutivi:
Metodi approssimati

e Arrotondamento o troncamento della soluzione del PLO
Non garantisce ne |'ottimailita, ne I'ammissibilita

e Punto ammissibilie piu vicino alla soluzione del PLO

Puo essere complesso determinarlo e non garantisce |'ottimalita

Metodi esatti

e Metodi branch and bound (separazione e valutazione)

e Metodi cutting plane (piani di taglio o iperpiani secanti)

51
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3.2 Metodi branch and bound

Si suddivide il problema assegnato in sottoproblemi piu semplici da risolvere e si utilizzano le
soluzioni di questi per ricavare la soluzione del problema dato

| concetti fondamentali sono rilassamento, separazione e eliminazione

Notazioni

Dato un problema P qualsiasi siano:
S.(P) l'insieme delle soluzioni ammissibili

2(P) la funzione obiettivo da massimizzare
z*(P) la soluzione ottimale

(P) il valore ottimale

2s(P) il valore approssimato (stima o limitazione)
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3.2.1 Rilassamento

Un problema P’ si dice rilassamento di un problema P se:

Sa(P) C Sa(P)
2(P)(x) 2 2(P)(x) 2 € S5.(P)

Proprieta del rilassamento
¢ S,(P)=0= S,(P)=1
o 2*(P') > 2*(P)
o *(P') € 5u(P), 2(P)(z*(P')) = 2(P)(z"(P')) = (2*(F), 2*(P"))

53
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3.2.2 Separazione

Un problema P si dice separato nei sottoproblemi P, ..., P, se:

- 5a(P) = Uiz, SalB)
So(P) N Sa(Fy) =0 i #j

-z2(P)=2(P) i=1,...,n
oE opportuno non avere una partizione troppo fine per non dover risolvere troppi sottoproblemi

Proprieta della separazione

o 2(P) = max 2'(B) =2 (P) = a'(P) = a'(Py)
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3.2.3 Eliminazione

Un problema P si dice eliminato se un suo rilassamento P’ verifica una delle tre condizioni
seguenti:

-E1 S, (P =10

- B2 z¥(P') < z* dove z* ¢ il valore della soluzione ottimale corrente

- E3 z*(P') € 5,(P)

e Se si utilizza una stima z,(P’) > 2*(P’) non & possibile verificare la condizione £2 in quanto
da z4(P") < 2, dove z! e la migliore stima corrente, non discende z*(P’) < z*, poiche
z¥ > z*. D'altra parte z,(P') < z* & una condizione di eliminazione

o E conveniente che il valore della stima z,(P’) sia il pil vicino possibile al valore z*(P'),
purché questo non comporti una eccessiva difficolta e/o troppo tempo

e E importante che le condizioni di eliminazione siano assegnate per il rilassamento P’ invece
che per P, in quanto nel corso dell'algoritmo si risolvono i problemi P’

Proprieta dell’eliminazione
e 1= S,(P)=1
o 2= 2*P)< 2"
o 3 e z(P)(x*(P)) = z(P)(x*(P)) = x*(P') = 2*(P)
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3.2.4 Algoritmo branch and bound (Land e Doig, 1960 - Little, 1963)

a) inizializzare la lista dei problemi da risolvere col problema assegnato;

b) se nella lista c'e¢ un problema P da risolvere estrarlo, considerare un rilassamento P’ e andare a c);
altrimenti andare ad h);

c) risolvere il problema P’ (oppure determinare z(P’));
d) se S,(P') =0 allora S,(P) = (, eliminare il problema P per il criterio E'1 e tornare a b);

e) se 2*(P’) < z* (oppure z4(P’) < z*) allora z*(P) < z*, eliminare il problema P per il criterio E2 e tornare

a b);

f) se *(P') € S,(P) e z(P")(x*(P')) = z(P)(z*(P')) allora 2*(P') = x*(P), eliminare P per il criterio E3 e
tornare a b);

se 2*(P) > z* allora porre (z*(P), z*(P)) nuova soluzione del problema, porre z* = 2*(P) e tornare a b);

g) se P non & stato eliminato decidere se abbandonare il problema;
se si abbandona separare P, aggiornare la lista dei problemi da risolvere e tornare a b);

altrimenti considerare un nuovo rilassamento P’ e tornare a c);

h) se & stata trovata una soluzione (z*(P), z*(P)) questa & la soluzione ottimale;

altrimenti il problema non ammette soluzioni;
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e Quello presentato e l'algoritmo base; di volta in volta & necessario precisare i criteri di
rilassamento, di valutazione e di separazione

Gestione della lista

e Esistono diverse strategie di gestione della lista dei problemi da risolvere
e Per semplificare la gestione della memoria si puo utilizzare la strategia depth-first o LIFO

e Le limitazioni z,(P') permettono di utilizzare la strategia highest-first; per il criterio E2, si
possono eliminare alcuni dei problemi presenti nella lista

e La lista puo essere gestita in modo casuale, o pseudocasuale nei casi di informazioni parti-
colarmente imprecise

e Si puo utilizzare un albero in cui ogni foglia rappresenta un sottoproblema della lista con
associata la sua limitazione
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3.3 Metodi cutting plane

Si determina una soluzione del problema ottenuto eliminando i vincoli di integrita (problema
rilassato); se la soluzione trovata non ¢ intera, si introduce un ulteriore vincolo detto iperpiano
secante o taglio che la renda non ammissibile senza eliminare nessuna soluzione intera, ripetendo
il procedimento finche non si determina una soluzione ottimale intera

I ot I taglio [l taglio non valido

/

| taglio
non valido

Z :
T//////’ | taglio
L1

Si noti che qualunque coppia di tagli (I, Il) permette di determinare la soluzione ottimale

| metodi si differenziano per il modo in cui si generano gli iperpiani secanti

E importante che il criterio di generazione degli iperpiani secanti permetta di trovare la soluzione
ottimale in un numero finito di passi

Notazioni

yi 1=1,...,n variabili in base
Yn+j J=1,...,m variabili fuori base
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3.3.1 Algoritmo elementare (Dantzig, 1959)

La soluzione ottimale del problema lineare rilassato € caratterizzata come intersezione degli
iperpiani generatori y; = 0,72 = 1,...,n; pertanto, se le variabili fuori base non sono intere,
qualsiasi soluzione intera ha qualche y; non nullo e quindi maggiore o uguale a 1

[l vincolo:

Yyr+...+y, > 1

costituisce un iperpiano secante valido
Questo metodo e efficiente ma non garantisce la convergenza

3.3.2 Algoritmo di Gomory (1958)

La tabella iniziale deve essere a coefficienti interi
Se nella tabella ottimale del problema rilassato un termine (3. non € intero, si considera il vincolo:

Yntk = Ok1Y1 + oo+ 0¥ + oo+ QY + B > 0

e si genera il vincolo:

Untk = Jraxh + oo+ feii + oo+ fiontn — fx >0

dove f1;,2 =1,...,n &la mantissa di —qy; e f}. € la mantissa di 3, e sono sempre non negative
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Teorema 3.1 // vincolo o1 = friyi + ...+ friyi + ...+ fenyn — fr = 0 costituisce un
iperpiano secante valido, cioé non é soddisfatto dalla soluzione ottimale corrente e non esclude
nessuna altra soluzione intera

Dimostrazione

Nel caso della soluzione ottimale corrente, essendo 1, = 0,2 = 1,...,n si ha:
:&n+k — _fk
che non verifica il vincolo essendo negativo
Per ogni soluzione ammissibile intera y;,2 = 1,...,n,y,4+;,7 = 1,...,m ¢ intera la quantita:
Ynth + Untk = =¥t — - = Qrilli = - -+ — QenYn T G
dove qi;,1 = 1,...,n & la parte intera di —a;; e ¢;. € la parte intera di 3},

— Qi = Qi + i = —Qri = ki + [
Br=aqr+ fr = @ = Br — fr

Dovendo essere 1, intera per ipotesi, risulta intera anche ,,.; allora essendo:

Unik T = Jriyr + .o+ frivi + o+ Jrnn = 0
ed essendo 0 < fr. < 1 si ha:
>0
Yn+k = *
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e Dopo aver introdotto il nuovo vincolo si cerca la nuova soluzione ottimale utilizzando il
simplesso duale, essendo la tabella ottimale duale ammissibile

e Esiste un secondo algoritmo di Gomory che permette di risolvere i problemi di program-
mazione intera mista generando differentemente l'iperpiano secante

e |l metodo converge perche i coefficienti degli iperpiani introdotti sono dati dal rapporto dei
divisori dei coefficienti della tabella iniziale, che generano un gruppo ciclico finito
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4 Modelli lineari a numeri interi
4.1 Problema dello zaino

n oggetti di peso p; e valore ¢;
Si ha a disposizione uno zaino di capienza assegnata P
Massimizzare il valore trasportato

maxr Y. G
1=1,....n

s.1T. Z Pix; S P

1=1,...,n

ZC@E{O,l} 1=1,...

62
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4.2 Problema del trasporto

n centri di produzione con capacita produttiva di p; unita e m centri di distribuzione con
richiesta di r; unita

c;; € il costo unitario di trasporto dal centro di produzione ¢ al centro di distribuzione j
Minimizzare il costo di trasporto

man 5 $J CiiTij

ng=1,..

CR A wa—rj 17=1,....m

Z Tii < i 1=1,...,n

ZC@jEN r=1,....,n;7=1,....m

Condizione di capacita produttiva
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4.3 Problema del magazzino

n periodi consecutivi per i quali sono noti la domanda d;, la capacita produttiva massima C e
il costo di produzione unitario ¢;

Si puo utilizzare un magazzino di capacita H;, dove H e la disponibilita iniziale e il costo di
magazzinaggio unitario e h;

Minimizzare il costo di produzione

min Z (cizi + hiy;)

i=1,...n

st. wi+yi—1=d;+y 1=1,...,n
0< ;<O i=1,....n
0 <y, <H, 1=1,...,n

dove Yo = HQ
Condizione di disponibilita
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4.4 Problema dell’assegnazione

n macchine a cui assegnare un operaio tra n
cij € il costo di assegnazione dell'operaio 7 alla macchina j
Minimizzare i costi di assegnazione

man | Z Z Cisz'j

1=1,....nj3=1,....n

S.T. Z ZCZ'jzl ]:1,
1=1,...,n

Z Lij — 1 1= 1, ce
Jj=1,...n

ZC@jE{O,l} 1,7 =1,...
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4.5 Problema del commesso viaggiatore

n citta da visitare senza mai ripassare da alcuna citta

c;j € il costo di un tragitto, non necessariamente simmetrico

Minimizzare il costo (circuito hamiltoniano di costo minimo)

min

s.t.

> D CijTy

1=1,....nj3=1,....n

> mj=1
1=1,...,n
2. =1

j=1,..n

yi—yj+(n+1)xz-j§n

ri; € 10,1}

]:17' 7n
1=1,....,n
/[’7] 17 7n
/[’7] 17 7n
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5 Applicazioni del metodo Branch and Bound

5.1 Problema dello zaino (Problema del massimo)

oggetto A B C D
peso 22 18 13 7
valore 43 32 26 12
peso massimo trasportabile = 30

Rapporti valore/peso degli oggetti:

oggetto A B C D
valore/peso 1,955 1,777 2,000 1,714

Ordine decrescente:

oggetto C ABD
peso 13 22 18 7
valore 26 43 32 12

variabile assoctata 11 r9 X3 T4
peso massimo trasportabile = 30
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Problema lineare intero a variabili 0-1:

max 20x1 + 43x9 + 32x3 + 1224
s.t. 13xy + 2229 + 18x3 + Tx4 < 30

Bound di Dantzig

Prendere gli oggetti secondo I'ordine dato, senza superare il peso massimo trasportabile e una
frazione (eventualmente nulla) dell' oggetto critico

L= {26+ ($)43] =59
Portare C' (x1 = 1); non portare C' (z1 = 0)
(1) max 26 + 43x9 + 32x3 + 1224
st. 22x9+ 18z3+ Twy <17 L(1) = |26 + (2)43] =59
(0) max 43xs + 32x3 + 1224
sit. 2279 + 1873 + Ty < 30 L(0) = 43 + (3)32] =57

Portare C'e A (x1 = 1,29 = 1); portare C' e non portare A (x; = 1,29 = 0)

(11) max 26 + 43 + 3223 + 1224
s.t. 18xs + Txy < —5H S, =10
(10) maz 26 + 32x3 + 1224
sit. 18x3+ Twy < 17 L(10) = |26 + (3£)32] = 56
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Non portare C' e portare A (x; = 0,29 = 1); non portare C' e A (z1 =0, x5 = 0)

(01) max 43 + 32x3 + 1224

st. 18r3+ Try <8 L(01) = [43 + (
(00) max 32x3 + 1214

sit. 1813 +7rs <30 L(00) = |32 +12] = 44

| oo

8)32| = 57

oo

La soluzione del problema (00) & ammissibile con valore uguale alla limitazione

Non portare C' e portare A e B (1 = 0,29 = 1,23 = 1); non portare C' e B e portare
A (561 :O,ZCQI 1,56320)

(011) max 43 + 32 + 1224

st. Txy < —10 S, =10
(010) max 43 4 124
st. Try <8 L(010) = |43+ 12| =55

La soluzione del problema (010) & ammissibile con valore uguale alla limitazione
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Portare C' e B e non portare A (r1 = 1,29 = 0,23 = 1); portare C e non portare A e
B (561: 1,56220,56320)

(101) max 26 + 32 4 1224

st. Txy < —1 S, =10
(100) max 26 4+ 1214
st Try <17 L(100) = |26 + 12| =38

La soluzione del problema (100) & ammissibile con valore uguale alla limitazione
La soluzione del problema (010) & ottimale, avendo valore migliore di tutte le limitazioni correnti
Si portano gli oggetti A e D con valore complessivo 55 e peso complessivo 29
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Miglioramento del calcolo della limitazione

Gli oggetti che superano il peso residuo trasportabile non potranno essere trasportati

max 20x1 + 4319 + 32x3 + 1224
s.t. 13wy +22x9 + 1823+ 7wy <30 L = |26+ (3£)43] =59
(1) max 26 + 43z9 + 3223 + 1224

s.t. 2219+ 18x3 + Txy < 17 L(l) = \_26 + 12J = 38
(0) max 43x9 + 32x3 + 1224

sit. 2279 + 1873 4 Ty < 30 L(0) = |43+ ()32] =57
(01) max 43 + 32x3 + 1224

s.it. 18xs3+ Try <8 L(01) = |43+ 12| =55
(00) max 32x3+ 1214

st 18w3+ Try < 30 L(00) = |32 + 12| = 44

La soluzione del problema (01) & ottimale e coincide con la soluzione precedente
59

s w

e Nel caso di piu soluzioni ottimali con pesi differenti, il metodo le considera equivalenti

71
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e Si consideri il seguente problema dello zaino:

oggetto A B C D FE
valore 20 15 5 3 3
peso 5 5 3 2 2

peso massimo trasportabile = 9

72

Risolvendolo con I'algoritmo Branch and Bound, utilizzando il bound di Dantzig e le tecniche

di accelerazione e osservando che gli oggetti sono gia ordinati, si ha:

L =120+ (3)15] =32

L(1) = [204+ 5+ (5)3] = 26
L(0) = [154+5+(5)3] =21
L(1)=8,=0

h

L(101) = [20 4+ 5] = 25

(
(
(11)
(10) = [204+ 5+ (3)3] =26
(101
L(100) = [20 +3 + 3] = 26

Se nel calcolo di L(1) si applica una metodologia greedy si ha L(1) =

non € un bound

120 + 5] = 25 che
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5.2 Problema dell’assegnazione (problema di minimo)

a b c d
18 18 17 12
16 17 16 12
17 15 15 11
14 13 15 18

Ogni operaio deve essere assegnato ad una macchina — sottrarre ad ogni riga il suo minimo:

abcd
6650
4540
6440
1025

o QW

O QW

Ad ogni macchina deve essere assegnato un operaio — sottrarre ad ogni colonna il suo minimo.
La somma dei minimi sottratti costituisce il costo fisso della matrice e la limitazione L



5 APPLICAZIONI DEL METODO BRANCH AND BOUND 74

La separazione viene fatta scegliendo una assegnazione di costo nullo con il massimo costo di

alternativa:

QW
Ut W O
= Ot OY| O
O DO W O
222

0° 0% 0% 5
L=124+12+11+134+414+2=51

Assegnare |'operaio D alla macchina b; non assegnarlo

e (not D — b)
L =51+4=055
o (D—0b)
Si eliminano la riga di D e la colonna di b e si calcola il nuovo costo fisso:
a c d
A2 1 0
B|0? 0 oY
Cl2 0% 0

L=514+34+2=56
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Si riprende il problema (not D — b)
Si attribuisce costo M all'assegnazione D — b:

Ut W Ot
=N S
O DO W O
o O O
> =

01
0> M 0% 5

O QW

Assegnare |'operaio D alla macchina a; non assegnarlo

e (not D —b)(not D — a)
L =55+4+3 =58

e (not D —b)(D —a)

b ¢ d

A2 10

Bl1 0" 0
Clot o oY

L =55+2=057

75
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Si riprende il problema (D — b)
Assegnare |'operaio B alla macchina a; non assegnarlo
e (D —b)(not B—a)
L =56+ 2 =58

o (D—b)(B—a)

A

|0 0
L =56
Si riprende il problema B — a

Assegnare |'operaio A alla macchina d; non assegnarlo (equivalentemente: Assegnare I'operaio
C' alla macchina c; non assegnarlo)
oD —b)(B—a)not A—d)
L=56+1=57

o (D—0b)(B—a)A—d)
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La soluzione del problema (D — b)(B — a)(A — d) € ammissibile ed ottimale

La soluzione & data dalle assegnazioni A/d, B/a,C/c, D/b, aventi costo rispettivamente 12,
16, 15, 13 e costo complessivo 56
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5.3 Problema con variabili intere qualsiasi (PLI misto)

[l metodo branch and bound e utile per un PLI misto, quando non si puo usare |'algoritmo di
Gomory

Si risolve con l'algoritmo del simplesso il rilassamento ottenuto eliminando il vincolo di in-
tegrita, determinando una prima limitazione

Se la variabile intera x; assume il valore non intero " si separa il problema aggiungendo i vincoli
v < |o7) ewi = |47
Si risolvono con l'algoritmo del simplesso o con l'algoritmo duale i sottoproblemi ottenuti,
determinando le corrispondenti limitazioni, fino ad ottenere una soluzione intera per un sot-
toproblema; il sottoproblema & eliminato (condizione E3) e si possono eliminare anche tutti i
sottoproblemi pendenti che hanno una limitazione peggiore (condizione E2)

Si prosegue finche la lista dei problemi & vuota; la soluzione trovata e ottimale

e | vincoli aggiunti eliminano soluzioni ammissibili per il problema rilassato, ma non per il PLI

assegnato
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Esempio 5.1 (PLI misto) Sia dato il seguente PLI misto:

P max 3x1 + 2
T1+ a2 < 12—1
201 — Lo < 0
x1, o 2 0; 29

s.t.

La soluzione x* = (

X1 X2
w| -1 —1/4
U9 —2* 116
Z1 3 1 10
Ug T2
1 3|5
Uy 2 T2 2
I ) 5 3
3 5
z 55 9
U2 Up
1 215
2 31 ? 233
e
o . 36
*
i3 2=

mntero

79
6

non € ammissibile

X9

79
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Dalla tabella finale si

PlI{PUZUQS L%j}:{Pnggl}
PQI{PUZCQZ (%—‘}:{PUI‘QZQ}

ricava xro = %ug — 3U + g

Plz{PU—%Ung%ul—%ZO}

PQI{PU%UQ—%LH—%ZO}

Risolvendo P1 con l'algoritmo duale si ottiene:

Uz Uq
1 21 5
2 31 ? 233
R
S 7w
_2 _5]1 U
<173 T3] 6 2
U U3
us
9 0 —1]1 Z/U
S B 1
1 12 32 2
U1 5 5 1
5123
< A
Z*

1), ¥ =2 & ammissibile

80
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Risolvendo P2 con I'algoritmo duale si ottiene:

Uz Uy
s
S 1w
21=3 3| % 72
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5.4 Rilassamenti

e | rilassamenti possono essere applicati parzialmente e possono essere combinati tra loro

82

e La soluzione del problema rilassato costituisce in generale una limitazione della soluzione

ottimale ma puo anche essere la soluzione ottimale se vale la condizione E3

5.4.1 Rilassamento continuo

P

max z = clx
sit. Ax <b
x>0

ZCjEN ]E[

maxr z = CTZE'

sit. Ax <b
x>0
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5.4.2 Eliminazione di vincoli

Problema ben strutturato

P

max
s.t.

max

Z=CXT
A1x§b1
AQZCS[)Q
x>0
ZCjEN

Z2=cCcx
A1x§b1
x>0

r; €N

83
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5.4.3 Rilassamento lagrangiano

Si inseriscono i vincoli nella funzione obiettivo, eventualmente con un peso non negativo per
penalizzare le soluzioni non ammissibili, riducendo le dimensioni del problema

P: max z= ), cx;
j=1,..n
S.T. Z CL@jSE’ijZ‘ z':l,...,m
j=1,..n
ZUJZO ]: N 1
ZCjEN jel

P mar zp = 123 i+ 123 Al bi— > ayw
j=1,...n i=1,....m

st. xj >0 17=1,....n
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5.4.4 Rilassamento surrogato

Si sostituisce ai vincoli la somma degli stessi, eventualmente con un peso non negativo, riducendo
le dimensioni del problema

P: max z= ), cx;
j=1,..n
s.t > ajjr; < b i=1,...,m
j=1,..n
L > 0 J =1 y T
x; € N jel
P maxr z= ), cx;
j=1,..n

s.t. > Yo omay | x; <D, mb
i=1,....
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5.5 Risoluzione per ispezione

| problemi strutturalmente molto semplici possono essere risolti efficientemente per ispezione

Si considerano caratteristiche peculiari del problema rilassato per ottenere rapidamente la soluzione
ottimale o una buona limitazione

Non esistono regole generali
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Esempio 5.2 (Rilassamento lagrangiano di un problema dello zaino)

maxr Y, C;x;
j=1,....n
st. >, ax; <C &
j=1,....n
ZCjE{O,l} 17=1,...,n

Applicando il rilassamento lagrangiano:

max Y, cr;j+A|C— > ajx;

j:17°“7n jzl,...,n
ZCjE{O,l} jzl,...,n
Clo€:
max A\C'+ > (¢j — Aaj)z;
j=1,..n
ZCjE{O,l jzl,...,n
che risolto per ispezione fornisce la soluzione ottimale:
(
1 sec; — Aaj >0
z; =14 0 sec; —Aaj <0

\ indifferente  sec; — Aa; = 0

87
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Esempio 5.3 (Rilassamento surrogato di un problema a variabili 0-1)

maxr Y, C;x;
Jj=1,...n

S.T. Z CLjZCijZ' z:l,...,m
j=1,..n

ZCjE{O,l} jzl,...,n

Applicando il rilassamento surrogato:

maxr Y, C;x;
Jj=1,...n

s.t. > > Tia CUjS' > mb

J=1,...,n \1=1,....m i=1,....m

ZCjE{O,l} jzl,...,n

88

cioé un problema dello zaino in cui gli oggetti hanno peso >, ma;; e il peso massimo

1=1,....m
trasportabile € > b

1=1,....m

&
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6 Complementi di programmazione lineare

6.1 Variazione dei coefficienti iniziali

Tabella iniziale: Tabella finale:
ZCT €T
u| A|b via |
zlch 0 21 x %o

u' variabili fuori base nella tabella iniziale e successivamente entrate in base
2" variabili in base nella tabella iniziale e rimaste in base

2’ variabili in base nella tabella iniziale e successivamente uscite

u” variabili fuori base nella tabella iniziale e rimaste fuori base

Tabella finale partizionata Tabella iniziale con la partizione indotta
u/T ZC”T :U/T ZC”T
/ /
T o an| B u' | Ayp Agz by
1 1/
u" | o1 Qo | B u" | Agr Aoy | b
T T T T
Z X1 X2 X0 Zzlc ¢ |0
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Utilizzando la matrice A;; come cardine matriciale:

u/T ZC”T
' (An)_l —(A11)_1A12 —(An)_l[h
u” 1421(1411)_1 A22—A21(A11)_1A12 52—1421(1411)_151
z C?(All)_l C;-C?(An)_lfhg —C?<A11)_1b1

La tabella ottenuta € quella finale espressa in funzione dei coefficienti iniziali

90
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6.1.1 Applicazioni

e Stabilita della soluzione ottimale
Verificare se al variare di qualche coefficiente la soluzione data resta ottimale ed eventual-
mente come cambiano le coordinate della soluzione ottimale e il valore ottimale

e Aggiunta di un vincolo

Un ulteriore vincolo, ad esempio nel metodo degli iperpiani secanti, puo essere scritto in
funzione delle variabili in base nella tabella iniziale:

w=alz +arax’ +a>0
e in funzione delle variabili in base nella tabella finale:

w=lal (A) ' + [al —al (A1) Apla” + [a —al (A) 7] >0

In questa forma cui puo essere aggiunto alla tabella e proseguire con il simplesso
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6.2 Algoritmi greedy

Costituiscono una classe di algoritmi approssimati caratterizzati da bassa approssimazione ma
elevata velocita di esecuzione

Si analizzano le variabili decisionali, secondo un test di ottimalita locale

La soluzione trascura gli aspetti globali del problema e risente fortemente dell’ordine con cui
vengono analizzate le variabili

Trovano applicazione soprattutto nei problemi decisionali a variabili 0-1 e se la velocita di calcolo
e una buona approssimazione sono piu importanti della soluzione esatta
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6.2.1 Algoritmo greedy per il problema dello zaino

Si ordinano gli oggetti in ordine decrescente di rapporto valore/peso
Si prende un oggetto se puo essere preso

L"algoritmo richiede O(n) operazioni, dove n & il numero di oggetti

L'approssimazione e discreta se i pesi degli oggetti non sono molto differenti tra loro e sono
piccoli rispetto al peso massimo trasportabile

Esempio 6.1 (Caso peggiore)

Oggetto A B
Valore 2 M
Peso 1 M

Peso massimo trasportabile = M

L’algoritmo greedy prende il primo oggetto e scarta il secondo fornendo z, = 2, mentre la
soluzione ottimale é prendere il secondo oggetto e scartare il primo, con z* = M, per cui:
Zs 2

- — =0 M
" M—> se — +00
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Esempio 6.2 (Soluzione approssimata con I’algortimo greedy)

Oggetto A B C D E F G H
Valore 60 58 62 51 50 49 39 32
Peso 5 5 6 5 5 5 4 4
Peso massimo trasportabile = 20

Applicando I'algoritmo Branch and Bound:
4
L = 60+58+62+g51 = 220

per cui z* < 220
L’algoritmo greedy prende gli oggetti A, B, C, G con z4, = 219
s s 219
B B 2 5 0.995
2 L 220
Si puo verificare che la soluzione trovata e esatta
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6.2.2 Algoritmo greedy per il problema del commesso viaggiatore

Da ogni citta si va nella citta piu vicina, in termini di costi, dove non si & ancora stati (nearest
unvisited) iniziando dalla citta 1

L'algoritmo richiede O(n?) operazioni, dove n & il numero di citta
L'approssimazione & discreta se le citta non sono collocate disordinatamente rispetto alla citta
1 e i costi rispettano le disuguaglianze triangolari

Esempio 6.3 (Caso peggiore)

L 'algoritmo greedy determina il percorso 1 — 3 — 2 — 4 — 1 fornendo zy, = 4 + M, mentre il
percorso ottimale e 1 —2 —3 —4 — 1 con z* =7, per cui:

= >0 se M — +o0
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7 Teoria delle reti
7.1 Grafi

Intuitivamente un grafo & un insieme finito di punti (nodi o vertici) ed un insieme di frecce
(archi) che uniscono coppie di punti
[l verso della freccia assegna un orientamento all’arco

Se non si tiene conto dell'orientamento degli archi il grafo e detto multigrafo o non orientato e

gli archi sono detti spigoli
p numero massimo di archi orientati nello stesso verso presenti tra due nodi (p-grafo)

n numero di nodi (ordine)
m numero di archi

Definizione 7.1 Un grafo é una coppia G(N, A), dove N = {vy,...,v,} & un insieme di
elementi detti nodi o vertici e A = {a;; = (v;,v;)|v;,v; € N} é una famiglia di elementi del
prodotto cartesiano N X N detti archi.
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Esempio 7.1 (Elementi di un grafo)

N = {’Ul, V9, U3, U4, ’05}

A = {a12, a3, A1, Qus, 45, A52, 53 } \4> /

p=2n=5m=171

Definizione 7.2

e Dato un arco a;; = (v;,v;) il nodo v; é detto nodo iniziale, primo nodo o predecessore del
nodo v;; il nodo v; é detto nodo finale, secondo nodo o successore del nodo v;. | nodi v; e
v; sono detti adiacenti. L’arco a;; € detto uscente da v; ed entrante in v;

e Un arco a;; = (v;,v;), cioé in cui il nodo iniziale e finale coincidono é detto cappio
e Due archi che hanno un nodo in comune sono detti adiacenti

e [ 'insieme dei secondi nodi degli archi uscenti da un nodo v; € detto insieme dei successori
di v; e si indica con w™ (i) o semplicemente w(7)

e [ 'insieme dei primi nodi degli archi entranti in un nodo v; é detto insieme dei predecessori
di v; e si indica con w™(i).
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e Una sequenza di archi aventi ciascuno un nodo in comune con l'arco precedente e l'altro
nodo in comune con l'arco seguente e detto cammino

e Un cammino in cui nessun arco viene percorso piu di una volta e detto semplice; se nessun
nodo viene incontrato piut di una volta e detto elementare

e Un cammino semplice in cui il primo e I'ultimo nodo coincidono e detto ciclo; se il cammino
é elementare il ciclo é detto elementare.

e Un cammino o un ciclo in cui tutti gli archi sono percorsi secondo il proprio orientamento e
detto orientato, altrimenti e detto non orientato

e Se esiste un cammino tra i nodi v; e v;, v; é detto accessibile da v; e viceversa

e Un grafo G(N, A) privo di cappi e in cui esiste al piti un arco tra ogni coppia di nodi é detto
semplice

e Un grafo G(N, A) é detto connesso se ogni nodo é accessibile dagli altri
e Un multigrafo G(IN, A) connesso e privo di cicli elementari é detto albero

e Dato un grafo G(N, A) e un sottoinsieme A" C A, il grafo G(N, A’) ottenuto eliminando
dal grafo G gli archi dell'insieme A\ A’ é detto grafo parziale generato da A’.
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e Dato un grafo connesso G(N,A) un grafo parziale G(N, A") connesso e privo di cicli
elementari é detto spanning tree o albero ricoprente o albero parziale.

e Dato un grafo G(N, A) e una bipartizione N' e N" dell'insieme N, l'insieme degli archi
aventi un estremo in N’ e 'altro in N" é detto taglio.
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7.2 Reti

Definizione 7.3 Una rete é un grafo G(N, A) nel quale ad ogni arco a;; € A si associano tre
valori interi l;;, w;;, c;; detti rispettivamente capacita minima, capacita massima e costo unitario
dell'arco e ad ogni nodo v; si associa un valore intero b;; se b; > 0 il nodo v; e detto sorgente
e b; é detta disponibilita, se b; < 0 il nodo v; € detto pozzo e b; é detta domanda, se b; = 0 il
nodo v; é detto di attraversamento

e c;; puo indicare un costo, un peso, una lunghezza o qualsiasi altra cosa

e La condizione di integrita ha soprattutto motivazioni storiche



7 TEORIA DELLE RETI 101

7.2.1 Flusso su una rete

Data una rete G(N, A) si definisce flusso sulla rete una funzione
x:A—7Z

dove z;; e detto flusso sull’'arco e sono soddisfatti i vincoli di capacita degli archi e i vincoli di
bilanciamento nei nodi. Al flusso z;; si associa il costo c¢;;z;;; la somma dei costi di tutti gli
archi e detta costo associato al flusso x

vincoli di capacita degli archi : lij < xip < uyj Vaj;eA
vincoli di bilanciamento nei nodi : >, xiy— >, xi=b Vv eN
JEWT (1) jeEW (1)
costo associato al flusso : YD Ty
v;EN jewT (i)

e |l vincolo di bilanciamento nei nodi € noto anche come legge di Kirchoff
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7.2.2 Problema del flusso di costo minimo

man Z Z Cz’jxij

ViEN jewT (i)

S.T. Z Lij — Z xji:bz' \V/’UZ'EN
jewt (i) jew (i)
lz'j S Lij S Uy j \v4 Qi c A

In questa forma possono essere rappresentati tutti i problemi di reti
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7.3 Minimo Spanning Tree

Trovare uno spanning tree di costo minimo
Se gli archi hanno tutti lo stesso costo la soluzione € un qualsiasi spanning tree

Teorema 7.1 Dato un grafo G(N, A) sia N' C N un sottinsieme di vertici e sia a;; = (v;, V)
un arco di peso minimo appartenente al taglio generato da N’', cioé tale che v; € N' e v; €
N\ N’ oppure v, € N\ N' ev; € N'; allora esiste un albero di peso minimo contenente a;;

Dimostrazione or
Per assurdo sia 1" un albero non contenente a;; e di peso stretta- O)—+0

mente minore di ogni albero contenente «;; e sia apy I'arco di 7"

appartenente al taglio generato da N’ e facente parte con a;; di Ahk

un ciclo. Sostituendo a;; ad ay si ottiene un albero di peso non 04 U3
superiore a 1"

Assurdo
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Teorema 7.2 Dato un grafo G(N, A) sia C un ciclo del grafo G e sia a;; = (v;,v;) un arco di
peso massimo appartenente al ciclo C, allora esiste un albero di peso minimo non contenente

CLZ'j

Dimostrazione
Per assurdo sia 1" un albero contenente a;; e di peso strettamente

WT
e

minore di ogni albero non contenente a;;, siano N', N\ N' C N a, ij
i sottoinsiemi del taglio di 7" a cui appartiene a;; e sia ap; I'altro
arco di C appartenente al taglio generato da N'. Sostituendo a

ad a;; si ottiene un albero di peso non superiore a 7"

Assurdo s
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Algoritmo di Prim (1957)

Costruisce uno spanning tree parziale T"(N’, A") aggiungendo ad ogni iterazione un arco ad A’
e i relativi estremi a N/, finoa che N' =N

Algoritmo

a) A =0, N' = {un};

b) determinare I'arco a;; = (v;, v;) di peso minimo tale che v; € N'ev; € N/N' ov; € N/N'
ev; € N';

c) A= A"U{a;}; N =N U{v}U{v}

d) se N # N tornare a b);
altrimenti STOP;

L algoritmo e corretto in quanto ad ogni iterazione aggiunge |'arco di peso minimo appartenente
al taglio generato da N’, in accordo col Teorema 7.1
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Algoritmo di Kruskal (1956)
Costruisce uno spanning tree T'(IN, A") aggiungendo ad ogni iterazione I'arco di peso minimo

che non genera cicli ad A’, fino a che card(A") = card(N) — 1
Algoritmo

a) A" =10
b) determinare I'arco a;; = (v;,v;) di peso minimo tale che a;; € A/A" e non forma cicli;
c) A= A"U{ai;};
d) se card(A’) < card(N) — 1 tornare a b);
altrimenti STOP

L'algoritmo € corretto in quanto ciascun arco di G che non compare in T genererebbe un ciclo
rispetto al quale sarebbe I'arco di peso massimo, in accordo col Teorema 7.2

e Esiste una variante dell’algoritmo di Kruskal che elimina I'arco di peso massimo che non fa

perdere la connessione
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Esempio 7.2 (Minimo Spanning Tree)

Determinare uno spanning tree di peso minimo per il grafo a lato,
esaminando gli archi e i vertici in ordine di indice crescente.

Algoritmo di Prim

0A" =0; N ={v}
| A" = {a12}; N' = {v1, 00}
Il A" = {a19,a95}; N' = {v1,v9,v5}
' A" = {a1s, ass, a5 }; N' = {v1, v9, 05, v4}

IV A" = {ai2, a5, ass, azs }; N' = {v1, v, v5,v4,v3};, STOP (N = N)
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Algoritmo di Kruskal

0A =10
/A/ = {CL45}
// A/ = {CL45, CL35}

' A" = {ays, ass, a12}; l'arco azy di peso 4 non viene inserito perché formerebbe il ciclo
V3 — Uqg — Uy — Vs

IV A" = {ays, azs, a1a, azs }; STOP (card(A’) = card(N) — 1) O
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7.4 Cammino minimo

Trovare il cammino orientato di costo minimo tra due nodi assegnati
Se gli archi hanno tutti lo stesso costo la soluzione & il cammino con il minimo numero di archi,
altrimenti & possibile che un cammino con piu archi risulti migliore

E' un problema semplice ma servono algoritmi efficienti perche e un sottoproblema di molti
altri problemi (reti di trasporto, reti di comunicazione, percorsi veicolari, progettazione di reti,
ecc.)

Per memorizzare i cammini di costo minimo si utilizza un puntatore che per ogni nodo indica
I"'unico predecessore
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7.4.1 SPP da un nodo v a tutti gli altri nodi

Ad ogni nodo v; si assegnano un valore o etichetta d(7) che indica il costo del cammino corrente
da vs a v; e un puntatore pred(¢) che indica il predecessore di v; nel cammino corrente

Si parte da un valore temporaneo per d(i) che pud essere modificato ad ogni iterazione fino ad
ottenere il valore esatto

Esistono due classi di algoritmi:

e algoritmi label setting o di assegnazione
modificano le etichette in modo tale che ad ogni iterazione almeno una di esse diventi esatta;
il pit noto e l"algoritmo di Dijkstra

e algoritmi label correcting o di correzione
modificano le etichette in modo tale che solo all’'ultima iterazione si e certi dell’'esattezza di
tutte le etichette; i piu noti algoritmi sono quello di Ford e la variante di Bellman

Gli algoritmi di assegnazione sono piu efficienti nei casi peggiori, invece gli algoritmi di correzione
non necessitano di archi a costo non negativo
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Algoritmo di Dijkstra (1959)
Algoritmo

a) d(s) =0;

b) peri=1,....n d(i) = cs e pred(i) = s;

c) sia d(h) = min{d(7)|d(¢) non & esatta} (d(h) diventa esatta);
)

d) se v; € w(h) e d(i) non & esatta d(i) = min{d(i),d(h) + cp;} eventualmente, se d(7) &
stata modificata, pred(z) = h;

e) se tutti i valori d() sono esatti STOP (n — 1 iterazioni);
altrimenti tornare a c);

L"algoritmo & corretto in quanto ad ogni iterazione le etichette temporanee (che rappresentano
il costo del cammino minimo che utilizza solo nodi con etichetta esatta) sono tutte non minori
di quelle esatte; per il nodo v; con etichetta temporanea minima ogni altro cammino deve
comprendere almeno un nodo w; con etichetta non esatta, per cui il costo € non minore di
quello da v, a v piu il costo cij,. Se qualche arco ha costo negativo la prova di correttezza non

sussiste
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Algoritmo di Ford (1956)
Algoritmo

a) d(s) =0;

b) peri=1,....,n d(i) = M e pred(i) = s (M maggiorante delle etichette esatte);

c) se esiste ay; con d(i) > d(h) + cp; porre d(i) = d(h) + cp; e pred(i) = h e ripetere c);
altrimenti STOP (le etichette sono tutte esatte);

L"algoritmo € corretto in quanto dopo ogni aggiornamento |'etichetta d(¢) & ancora un maggio-
rante del cammino minimo da v, a v;, poiche lo & d(h). D'altra parte al termine dell’algoritmo

preso un qualsiasi cammino C da vg a v; si ha che d(i) < > ¢y per cui il valore finale di
(vg,v)€C
d(7) € un minorante del cammino minimo da v, a v; e quindi d(7) & esatta

Variante di Bellman (1958)

Si esaminano gli archi secondo un ordinamento prefissato

L algoritmo termina dopo aver esaminato gli archi al piu n — 1 volte

Determina |'esistenza di cicli di costo negativo, eseguendo una ulteriore iterazione (cammino
composto da almeno n archi)
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Esempio 7.3 (Grafo con archi di peso non negativo)

Algoritmo di Dijkstra

Lqc:a.e:a.c:a.c:a.c:a.c:a.
OCoc oo oo

3

NN NN

I
I
I
1
I

0 99 99 99 99 pred

99 99 pred
99 4 pred
3 4 pred
3 4 pred
3 4 pred

NN N N N~

11
11
3 1
3 1
3 1
3 1

N NN N N

LW W W WkRK

h =1
=3
h=2
h =4
h=5

113
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Algoritmo di Bellmann

Ordinamento per indici crescenti

0

Q Qo Q Qo Q
QA A O O

d 0 99 99 99 99
3 99 99 99
3 1 99 99
3 1 4 99
2 1 4 99
2 1 4 4
2 1 3 4
2 1 3 4

Q.
S

STOP

pred
pred
pred
pred
pred
pred
pred

pred

NN NN N NN
QLW LW W N N N N

O\

~N N N N NN
N NN N R R
W W N N N KN K~

N
W

114

a35

43, A51, G52, G4 (1) @12, a3, a4,

32, A35, G143, A1, 452, G54 (2) Q12, A13, G24, A3
[ass, ass, asi, ase, ass (3)]
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Esempio 7.4 (Grafo con ciclo negativo)

Algoritmo di Dijkstra

d 099 99 99 pred 1 1 11 h=1
d 099 99 3 pred 1111 h=4
d 099 5 3 pred 1141 h=3
d o0 4 5 3 pred 1341 h=2
d 0 4 5 3 pred 1341

STOP (non identificato ciclo negativo)
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Algoritmo di Bellmann

Ordinamento per indici crescenti

d 0

Q Qo Q Qo Q

0
0
0
0
0
0

99 99 99
99 99 3
98 99 3
98 5 3
4 5 3
4 5 2
4 4 2

pred
pred
pred
pred
pred
pred
pred

I
I
I
I
I
I

I

I

LW W W Wk

3

QN QT N S S

4

I
I
I
I
I
2
2

STOP (identificato ciclo negativo)

7.4.2 SPP tra qualsiasi coppia di nodi

a14

a21, A24, A32

43

(1) ay4, as, asy, ass
as3 (2) aia, a1, as
a32, A43

(3) 14, a21, A24, @32

116

Si puo applicare uno degli algoritmi precedenti assumendo ogni volta un nodo iniziale diverso,

oppure si possono usare algoritmi specifici, ad esempio I'algoritmo di Floyd (1962)
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7.5 Flusso massimo

Data una rete di trasporto G(N, A), cioe:
® senza cappi

® con una unica sorgente v, priva di archi entranti e con un unico pozzo v; privo di archi
uscenti, per i quali non sono definite la disponibilita e la domanda

e con gli altri nodi di attraversamento (cioé con domanda nulla)

determinare un flusso x che soddisfa i vincoli e per cui sia massimo il valore del flusso da v, a
vy, indicato con F'(vg, vy):

Z Z Lij — Z Tji | + Z Lsj — Z ZCjt:O

i#s,t \ jewt (i) JjeEW (1) JEWT(s) JEW(t)
per la legge di Kirchoff la prima sommatoria e nulla, per cui si ha:

§ xsy § x]t - vs; vt)

JEWT (s JEW™

E' utile anche per valutare I'affidabilita di una rete (indisponibilita di qualche arco)
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Problema di programmazione lineare a numeri interi:

maxr z = F

st. >, x5, —F=0

jeEW™ (s)
>, Tip— ), =0
jew (i) jeEw™ (i)
— Z ZCjt—|—F:O
jEW™ (1)

lz'j S Lij S WUjj, Lij intero

Algoritmi di programmazione lineare o algoritmi specifici

Vv, € N\ {vs, v}

\V/CLZ'jEA

118
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Algoritmi di cammino aumentante
Costruiscono una sequenza di cammini dalla sorgente v, al pozzo v; sui quali incrementare |l

flusso fino a raggiungere il massimo
e Algoritmo del contrassegno (Ford e Fulkerson, 1956)
e Algoritmo del minimo cammino aumentante (Edmonds e Karp, 1972)

e Algoritmo delle reti stratificate (Dinic, 1970 - Ahuja e Orlin, 1991)

Algoritmi di preflusso
Sono algoritmi piu flessibili che consentono di aumentare il flusso non su un cammino ma su un

singolo arco con una operazione di invio (push)
e Algoritmo di preflusso (Karzanov, 1974 - Goldberg e Tarjan, 1986)
e Variante (Goldberg e Tarjan, 1986)
e Algoritmo di scaling dell'eccesso (Ahuja e Orlin, 1991)
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Algoritmo del contrassegno

a) inizializzare = con un flusso ammissibile (se le capacita minime sono tutte nulle il flusso
nullo & ammissibile);

b) V = {v,} (V & I'insieme dei nodi contrassegnati);

c) se esistono due nodi adiacenti v; € V' e v; ¢ V contrassegnare v,

con +i se j € w(i) e x;; < u;; oppure 1/@\2>
: : . 2
con —i se j € w (i) e x;; > l;; e andare a d); @9\2\@/@1D

altrimenti STOP (flusso massimo);
d) se v; € V esiste un cammino non orientato C' da v, a v; sul quale si pud variare il flusso di

A andare a e);
altrimenti tornare a c);

e) costruire un nuovo flusso x ponendo:

y
Lij S€ a;j §é C

T = Tij +A sea;; € C secondo |'orientamento

| Tij — A se a;; € C non secondo |'orientamento

tornare a b);
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L"algoritmo & corretto in quanto preso U C N qualsiasi con vs € U, vy ¢ U si ha:

vs,vt Z Tsj T Z Z Tij — Z T ji

JeEWT (s vieUji#s | jewt (i) jew (i)
Eliminando i termini di segno opposto si ha:
F(vs, vy) E Tij — E Tji < E Ujj — E Lii
v €U, ¢U v €U, ¢U vi€Uw;¢U v €Uw;¢U
Preso V' = {nodi contrassegnati al termine dell’algoritmo} si ha:
F'(vs, vr) E Lij — E Lji = E Uiy — E i
v €VvjgV v €VvjgV v €Vv; gV v €Vv; gV

Definizione 7.4 Data una rete di trasporto G(N, A) e il taglio generato da un insieme U C N,

convs € U ev; ¢ U si chiama capacita del taglio la quantita > —wu;— >, I
UZEU,U]‘%U UZEU,U]‘%U

Teorema 7.3 (Teorema di Ford e Fulkerson (max flow - min cut, 1956)) Data una rete
di trasporto G(N, A) si ha:

max F(vs, v;) = min Z Uij — Z liilU C Nyvug e Uyvy ¢ U
UZEU,U]‘%U UZEU,U]‘%U
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Problema del flusso compatibile

Definizione 7.5 Si definisce distanza di un flusso x dalle capacita | e u la quantita:
d(z) = d(xy)
CLZ']EA

.
lz’j — X S€ Tjj; < lij

dove d(ZCZ'j) = { 0 se lz’j S Lij S Uy
Tij — Ui S€ Ty > Ujj

\
Si noti che d(z) > 0 e in particolare d(z) = 0 < x &€ ammissibile

122
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Algoritmo di Herz (1967)

a) inizializzare x in modo che siano soddisfatti i vincoli di conservazione del flusso ma non (necessariamente)
quelli di capacita (flusso nullo);

b) se esiste x; < lj; contrassegnare v con +h e andare a c);

b') se esiste xy; > ug), contrassegnare v con —h;

C

c) se si contrassegna v; si contrassegna anche vy con +t;
) se si contrassegna v, si contrassegna anche v; con —s;

d) se esistono due nodi adiacenti v; contrassegnato e v; non contrassegnato, si contrassegna v; con +i se
J € w'(i) e x;j; < u;; oppure con —i se j € w— (i) e xj; > lj; e andare a e);
altrimenti STOP (non esiste un flusso ammissibile);

e) se si contrassegna vy, esiste un ciclo non orientato C' sul quale si pud variare il flusso di A e andare a f);
altrimenti tornare a c);

f) costruire un nuovo flusso = ponendo:
€Lij S€ Ay ¢ C
Ty = %ij +A sea;; € C secondo |'orientamento
zij — A se a;; € C' non secondo |'orientamento

g) se d(x) =0 STOP (il flusso x & ammissibile)
altrimenti tornare a b);
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L"algoritmo converge poiche ad ogni iterazione la distanza d(z) si riduce

Teorema 7.4 (Teorema di Hoffman, 1960)
Data una rete di trasporto G(N, A) esiste un flusso ammissibile x se e solo se preso comunque

U C N,con vs,v; € U oppure vg,v; & U si ha:

> usE ¥

UZEUJEW+ ) UZEUJEW

Esempio 7.5 Si considerino le seguenti due situazioni di flusso impossibile:

O e O e O A O e O O
Nel caso a) l'insieme U = {v1} e nel caso b) l'insieme U = {vs,v:} non verificano le ipotesi
del teorema O
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Esempio 7.6 (Flusso massimo)

® si esaminano nodi e archi secondo I'ordine crescente degli indici
e si contrassegnano tutti i nodi possibili

e al contrassegno si aggiunge il massimo incremento corrente

Algoritmo di Herz dall’arco a4

+6,2

+1,2 +2,2

Ciclo: v4y —vg — V1 — V9 — vy; A\ =
Flusso ammissibile
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Algoritmo di Ford e Fulkerson

+1,3 +3,1

Cammino aumentante: v{ — V3 — V4 — Vg — U5 — Vg, A\ = 1

Flusso massimo

Taglio minimo (v, vs), (vg, v3), (v3, v4); capacita 3

126
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Relazione di dualita tra flusso massimo e taglio minimo
Trascurando il vincolo di integrita del flusso il duale é:

min w= Y U+ Y, B

a; ;€A a; ;€A
s.t. yi—yj+ozz-j+6¢j:0 \V/CLZ'jEA
Yt —Ys =1
a;j > 0 Vaj;eA
6@‘ <0 v Qij € A

@ y; sono libere e possono essere considerate variabili 0-1 col significato y; = 0 se v; appartiene
all'insieme U che genera il taglio e y; = 1 altrimenti

ey —ys=1assicuray; =l ey, =0, cioe vy € Uyvy ¢ U
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Esempio 7.7 (Max flow - min cut)

Ts1 Tg2 T1p To1 Top I min
ys 1 1 —1 = 0
yy —1 1 —1 S
s —1 1 1 S
n 1 —1 1 0

S
—_

VAV IV IV IV A IAIA TN IA
8
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Dato un taglio generato da un insieme U C N, per un arco a;; € A sono possibili i seguenti

casi:

1LvieUw ¢ U=y =0,y;, =1, allora per I'ammissibilita si ha a;; + B;; = 1 e per
['ottimalita si ha o;; = 1, 3;; = 0

2.v;, ¢ Uyw; € U=y, = 1,y; =0, allora per I'ammissibilita si ha o;; + 3;; = —1 e per
['ottimalita si ha o;; = 0, 5;; = —1

3. v, v; € U oppure v, v; ¢ U = y; = y;, allora per I'ammissibilita si ha «;; + 3;; = 0 e per
['ottimalita si ha o;; = 0, B;; = 0

Quindi il valore della funzione obiettivo € la capacita del taglio e la soluzione ottimale é un

taglio di capacita minima &

[l Teorema di Ford e Fulkerson e un caso particolare del | Teorema della dualita



7 TEORIA DELLE RETI 130

7.6 Algoritmo del minimo cammino aumentante (Edmonds e Karp, 1972)

Si analizzano i nodi etichettati in ampiezza (ordine di etichettatura)
E' sufficiente modificare il passo ¢) nel modo seguente:

c') se V = () detto v; il primo nodo di V' secondo I'ordine di etichettatura, contrassegnare tutti
i nodi adiacenti v; ¢ V con +ise j € w(i) e x;; < u;; oppure con -i se j € w (i) e
xi; > l;;; eliminare v; da V' e andare a d);
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Esempio 7.8 (Algoritmo di Edmonds e Karp)

é@/%

%@
\g@*g @é

—I—sl +4,1

()

*@ @)

_l_

Taglio ottimo
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Esempio 7.9 (Confronto di complessita)

L 'algoritmo di Edmonds e Karp determina i cammini aumentanti vy, — V1 — V; € Vs — Uy — U,

entrambi con incremento U
L’algoritmo di Ford e Fulkerson puo determinare sequenzialmente i cammini aumentanti vy —
V1 — Vg — U € Uy — Uy — V] — Uy con incremento unitario, richiedendo complessivamente 2U

cammini &
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7.7 Complessita computazionale degli algoritmi di flusso massimo

Si consideri una rete con n nodi e m archi:
Algoritmo di Ford e Fulkerson

e Analisi degli archi per ogni aggiornamento = O(m)
e Aggiornamento del flusso = O(n) - Ogni cammino contiene al pit n — 1 archi

e Numero degli aggiornamenti = O(nU) - U & il massimo delle capacita massime degli archi;
il flusso viene aumentato di almeno un'unita e il taglio generato da v, e IV \ {v,} contiene

al piu n archi
Complessivamente si ha O((n + m)nU) e quindi I'algoritmo ha complessita O(nmU)
Algoritmo di Edmonds e Karp
e Analisi degli archi per ogni aggiornamento = O(m)
e Aggiornamento del flusso = O(n) - Ogni cammino contiene al pit n — 1 archi

e Numero dei cammini minimi = O(nm) - Per ogni lunghezza ci sono al piu O(m) cammini;
infatti un arco a;; viene saturato due volte con cammini di lunghezza £ se esiste un cammino
di lunghezza k contenente |'arco a;; nel verso opposto all'orientamento, ma allora esisterebbe

un cammino di lunghezza minore di k.

Complessivamente si ha O((n + m)nm) e quindi I'algoritmo ha complessitd O(nm?)
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Reti sparse (m = O(n)) e dense (m = O(n?)):

algoritmo rete sparsa | rete densa
Ford e Fulkerson| O(n?U) | O(n’U)
Edmonds e Karp| O(n?) O(n°)

e Se U = O(n) i due algoritmi sono equivalenti per le reti sparse

e || Teorema della decomposizione del flusso: Dati due flussi ammissibili, relativi alla stessa
rete, & sempre possibile passare dall’'uno all’altro decomponendo il flusso in al pitu n + m
cammini e cicli di cui al pit m cicli fornisce un limite inferiore per il numero di iterazioni di
un algoritmo nel caso peggiore. Dal punto di vista pratico il Teorema assicura |'esistenza,
ma non da indicazioni sul come determinare i cammini e i cicli
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7.8 Problema di produzione e magazzino

Problema di produzione e magazzino

Una azienda produce per n periodi consecutivi; per ciascun periodo 2 = 1, ..., n sono noti:
domanda

costo di produzione unitario
costo di immagazzinamento unitario
capacita produttiva massima

o QT & &

capacita del magazzino
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Cpi = G 1= g eens T

Cz’r:O 1= g eens TV

Cz’,z’+1:hz’ 1= ,...,n—l \

lz'j = Qi cA I iy Tn
Upi = C} 1=1,...n Cy Ly

==
”LLZ'T:CZZ' t=1,....M

ui,i+1:Hi izl,...,n—l
b, = d;
! izlz,.:..,n //

b =0 1 =1,
| vincoli di bilanciamento nel nodo 7 sono i vincoli dinamici del problema del magazzino:

ri+yi—1=d;+ vy, 1=1,...,n

Problema di flusso di costo minimo dap ar
Se la capacita produttiva e la capacita del magazzino non sono limitate si ottiene un problema di
cammino minimo da p a ciascun 2: per ciascun periodo si attinge al magazzino o alla produzione
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Se per ogni periodo ¢ = 1, ..., n esiste un costo fisso di produzione F; si costruisce la seguente
rete:

N

0O O s
—" 7

ci=F+ Y adgt Y > hud i=1,..n

k=i,....j—1 h=i,...j—2 k=h+1,..j—1 j=i+1,...,n+1

Problema di cammino minimodalan+1
Gli archi facenti parte della soluzione indicano in quali periodi produrre e per quanti periodi
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7.9 Problema di routing e scheduling

Variante del problema del trasporto con itinerari reali e operazioni di carico e scarico

Si suppone un'unica origine o deposito (depot) ma pili destinazioni

E’ possibile che un unico viaggio non consenta di soddisfare tutte le richieste

Se le operazioni presso le destinazioni devono rispettare vincoli temporali (finestre) si ha un
problema di routing e scheduling

La complessita del problema puo diventare molto elevata



8 PROBLEMA DEL FLUSSO DI COSTO MINIMO

8 Problema del flusso di costo minimo
8.1 Formulazione del problema

E' il problema piu generale tra i problemi su reti

min z= Y, >, CijTi

ieN jewt (i)
S.T. Z Lij — Z X — bz'
jEW™ () jEw™ ()
Tij > i
Tij < Ui
x;; intero

oZbi:O

1€N

L'algoritmo piu generale € il simplesso su reti

Vv, €eN

\V/CLZ'jGA
\V/CLZ'jGA
\V/CLZ'jGA

(P1)

139



8 PROBLEMA DEL FLUSSO DI COSTO MINIMO

L'algoritmo Out of Kilter si basa sulle condizioni di ottimalita del [l Teorema della dualita

Problema duale (a meno del vincolo P4):

max z= Y biyi+ >, > lisii+ >, D, Uty

ieN (€N jewt (i) iEN jewt (i)
st. Yy, — Y;+ Sij — tij = Cjj v Qij € A (Dl)
Sij > () v Qij € A <D2)
tij <0 v Qij € A <D3)

e | vincoli duali (D1) sono di uguaglianza in quanto le variabili primali z;; sono libere
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e Le variabili duali y; associate ai nodi, dette potenziali dei nodi, sono libere in quanto i vincoli

primali (P1) sono di uguaglianza
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Condizioni di ottimalita del Il Teorema della dualita:

< Z ZCZ'j—F Z ZCjZ'—FbZ')yZ'O

JEWT (i) jeEw™ (i)
(xij — Lij) sij = 0
(=ij + uiy) tij = 0
(yi — yj + sij — tij — ¢ij) wij = 0

Vv, €eN

\V/CLZ'jEA
\V/CLZ'jEA
\V/CLZ'jEA
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(C1)

(C2)
(C3)
(C4)

e | vincoli (P1) e (D1) sono di uguaglianza per cui le condizioni (C1) e (C4) sono soddisfatte

se le variabili z,y, s e t sono ammissibili

Definizione 8.1 La quantita c;; — y; + y; € detta costo ridotto dell'arco a;;; si indica con c

[l problema si riduce all'analisi di 3 casi per ogni arco:

*
]

CCLSOlZCij:lZ'j itij:() iyi—yjanij:cijicz‘jZO

Caso 2 l;j <z <uyy = s;;,==1;=0=>y; —

Yj = Cij

Caso 3 Tij = Uy iSZ‘j:O iyi—yijtZ-j:cij iC;}SO
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l| problema di flusso di costo minimo equivale al sistema:
(

Z Lij — Z Zji = b; VveN (Sl)
JEWT (1) JjeEW (1)

lij < i < wy Vaj;eA (52)

< C;(j Z 0 S€ Tjj — lz'j (SB)

C;(j =0 se lz'j < T < Uy <S4)

\ ci; <0 Se Tjj = Ujj (S5)
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8.2 Problema di circolazione

| nodi sono tutti di attraversamento (b; =0,V i € N)
Ogni problema di flusso equivale ad un problema di circolazione:

e Si aggiungono una supersorgente s*, collegata ad ogni sorgente v, con un arco (s*,vp)
avente [y, = usp, = by, e ¢+, = 0, e un superpozzo t*, collegato ad ogni pozzo vj con un
arco (vy,t*) avente lyp+ = upp = —bg € cpr = 0

e Si inserisce un arco (t*,s*), avente lpgr = Upgx = > by = — > by e ¢+ = 0 € si pone

by, >0 b;. <0

bs* — bt* — O
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8.3 Algoritmo Out of Kilter (Minty, 1960)

Si risolve il sistema (S1-S5) partendo da un flusso iniziale che soddisfa le equazioni (S1) e un
insieme qualsiasi di valori per i potenziali
Ad ogni iterazione si modificano il flusso, conservando le equazioni (S1), o i potenziali, fino a

soddisfare le equazioni (52-S5)
Se il problema & di circolazione il flusso nullo soddisfa le equazioni (S1)

A seconda dei valori di cj; le equazioni (52-S5) possono essere violate nei seguenti casi:

1) C;(j > O,ZCZ'j < lz’j 3) C;(j = 0, Tij < lz’j 5) C;(j < O,ZCZ'j < Ujj
2) C;(j > O,ZCZ'j > lij 4) C;(j = 0, Tij > Ujj 6) C;(j < O,ZCZ'j > Ui
e | casi 1) e 2) derivano dalla condizione (S3), i casi 3) e 4) dalla condizione (S4), i casi 5) e
6) dalla condizione (S5); le condizioni (S2) sono soddisfatte indirettamente

Kilter diagram e @ @

oy D
Uip— T

&) ©)
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Definizione 8.2 Se un arco soddisfa le condizioni di ottimalita (52-55) é detto ammissibile
(In Kilter) altrimenti é detto non ammissibile (Out of Kilter)

Per un arco (v;,v;) non ammissibile si possono valutare la violazione k;; (Kilter number) e la
massima variazione possibile del flusso A;; per ciascuno dei 6 casi precedenti:

1) kij = lij — oy Ay = lij — x4
2) k=il =) A= wg =L
3) kij = lij — oy Ajj = Uij — Tij
4) ki =i — g Aij = w5 — by
d) ki =clwiy —uy)  Agj = ug — @y
6) kij = @ij — uij Aij = Tij — Ui

La violazione e positiva per gli archi non ammissibili e si pone nulla per gli archi ammissibili

L algoritmo cerca di modificare il flusso sugli archi e se questo non e possibile modifica i poten-
ziali

L obiettivo e ridurre il valore della violazione globale, data dalla somma dei Kilter number, in
modo da soddisfare le condizioni di ottimalita o determinare I'impossibilita del problema
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Modifica del flusso

Dato (v;, v;) non ammissibile, si cerca di aumentare il flusso nei casi 1), 3), 5) o di diminuirlo
nei casi 2), 4), 6). Nei primi tre casi si etichetta v; con +i, invece nei secondi tre si etichetta
v; con -j. Si cerca di etichettare I'altro nodo di (v;, v;) secondo la seguente procedura:

e se vy & etichettato e v;, non & etichettato si etichetta v, con +k se esiste |'arco (vg, vp,) e
se ¢;, > 0 ez, <y, oppure ¢, < 0 e xpp < ugy (nel caso in cui ¢, =0 e zpp, < Upy, i
pone Ay = U — Thp);

e se v, € etichettato e v;, non ¢ etichettato si etichetta vj, con -k se esiste 'arco (vy, vi) € se
Cir < 0 e xpp > up, oppure ¢, > 0 e xpp > Uy, (nel caso in cui ¢, = 0 e xpp > Iy si
pone A = xpr — i),

Se si etichetta l'altro nodo di (v;, v;) si modifica il flusso sul ciclo C' di A = min {A;;}
Si assegna a C' I'orientamento indotto da (v;, v;) e si pone:

)
Thi se a;; ¢ C

Tpr = < xpr+ A se apr € C secondo 'orientamento

| Thk — A se apr € C' non secondo |'orientamento
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e Le regole di etichettatura impediscono che i due estremi dell’arco (v;, v;) possano etichettarsi
reciprocamente, creando un ciclo non elementare

e Come per l'algoritmo di Ford e Fulkerson, A puo essere inserito come seconda etichetta e
inoltre esistono differenti strategie di etichettatura



8 PROBLEMA DEL FLUSSO DI COSTO MINIMO 148

Modifica dei potenziali
Se non si etichetta I'altro nodo di (v;, v;) si cerca di modificare i potenziali di ¢ = min {c;, —c>},
dove:

c1 = min {C;;k > () s.t. vy, etichettato e vy non etichettato con xp; < upy}
co = max {c;, < 0 s.t. v, non etichettato e vy, etichettato con x; > I}

| nuovi potenziali sono:

Yn = Yp + ¥ se vy, € etichettato

e Dopo aver modificato i potenziali o si ottiene un arco ammissibile in piu oppure & possibile
etichettare almeno un nuovo nodo. Infatti:

—se ! = ¢; = ¢}, il nuovo valore di ¢, & nullo, per cui se T+ = upsp+ I'arco (vpx, vy

diventa ammissibile, mentre se s+ < up++ il nodo v puo essere etichettato

—se ! = —¢y = —Cy+p+ 1| nuovo valore di ¢+« € nullo, per cui se xp«+ = [+ I'arco

(vp+, vg+) diventa ammissibile, mentre se xj+ > [+ il nodo v} puo essere etichettato
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Algoritmo

a)porrex =0ey=0;
b) se esiste un arco non ammissibile andare a c);
altrimenti STOP (flusso di costo minimo);

c) cercare un ciclo su cui modificare il flusso e andare a d);

d) se si determina un ciclo modificare il flusso e tornare a b);

0

altrimenti determinare ¢’ e andare a e);

e) se ¢’ < +oo modificare i potenziali e tornare a c);
altrimenti STOP (non ci sono soluzioni ammissibili);

e La presenza dei vincoli di capacita sugli archi esclude la possibilita che la funzione obiettivo
sia inferiormente illimitata

e L'algoritmo converge perche ad ogni iterazione almeno un Kilter number si riduce ed essendo
| dati interi si ha la terminazione in un numero finito di iterazioni, salvo nei casi degeneri
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Esempio 8.1 (Algoritmo Out of Kilter)

Notazione per gli archi: 1 /u;c

0/3;1

Problema di circolazione associato:

fZUSSi 19 = 0 13 = 0 X923 = 0 Loy = 0 T34 = 0 Ty1 = 0
potenzialt y1=0 1=0 y3=0 1y, =0
costi ridotti Clo=1 c3=3 c3=4 5, =2 c3y=1 ¢;; =0

Kilter number ]4]12 =0 ]€13 =2 ]€23 =1 ]€24 =0 ]€34 =4 ]{741 =5
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Scegliendo (v4,v1) con violazione massima:

Si modificano i flussi sul ciclo vy — v — V3 — V4

fZUSSi 19 = 0 13 = 2 X923 = 0 Loy = 0 T34 = 2 Ty1 = 2
potenzialt =0 1p=0 y3=0 y;=0
costi ridotti Clo=1 cjs5=3 ch3=4 c5,=2 ¢4, =1 ¢c;; =0

Kilter number k19 =0 ki3=0 ko

1 koy=0 kgyy=2 ky=3
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Scegliendo ancora (v4, v1) con violazione massima:

Non essendo stato determinato un ciclo si modificano i potenziali:

0

c1 = min {cjy, i3} = 1,00 = mazx ) = —oo; ¢’ = min {1, +o0} =1

potenzialt 1y =1 1 =0 y3=0 y;=0
costi ridotti cjo =0 cj5=2 c53=4 5, =2 5, =1 ¢} =1

(v4,v1) rimane non ammissibile e si prosegue ad etichettare:
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Si modificano i flussi sul ciclo vy — v1 — vy — V3 — Vg4

fZUSSi 19 = 1 13 = 2 X923 = 1 Loy = 0 T34 = 3 Ty1 = 3
potenzialt =1 19p=0 y3=0 1y, =0
costi ridottt Clo=0 c3=2 c3=4 c5,=2 c3y=1 cj; =1

Kilter number ]ﬁg =0 ]<J13 =0 k’gg =0 ]<J24 =0 ]<J34 =1 ]<J41 =2

Scegliendo ancora (v4, v1) con violazione massima:

Non essendo stato determinato un ciclo si modificano i potenziali:

0

c1 = min {c}3, s, Gy} = 2;¢0 = max ) = —o0; ¢’ = min {2, o0} =2

potenzialt  y1 =3 =2 y3=0 y; =0
costi ridotti cjy =0 cj3 =2 c53=2 ¢c5, =0 3, =1 ¢j; =3

153
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(v4,v1) rimane non ammissibile e si prosegue ad etichettare:

Si modificano i flussi sul ciclo vy — v{ — V9 — vVy4:

fZUSSi 19 = 3 13 = 2 X923 = 1 Loy = 2 T34 = 3 Ty1 = 5)
potenzialt =3 =2 y3=0 y;=0
costi ridotti Clo=0 cjs=2 c53=2 ¢c3,=0 c5y=1 c;; =3

Kilter number ]4]12 =0 ]€13 =0 ]€23 =0 ]€24 =0 ]€34 =1 ]{741 =0
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Si modificano i flussi sul ciclo v3 — vy — vy — V1 — V3

fZUSSi 19 = 2 13 = 3 X923 = 1
potenziali =3 =2 y;=0
costt ridotti o =0 cj3=2 ¢33 =2

Kilter number k1o =0 ki3=0 koz =0

Le violazioni sono tutte nulle, quindi il flusso di costo minimo é:

llcostoe2-1+3-3+1-4+1-24+4-1=21

155

Tou=1 234 =4 44 =5
ys =0
=0 cy=1 c;; =3
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9 Scheduling

Ordinamento di una sequenza di lavori
Miglioramento della pianificazione della produzione o dell'utilizzo di una risorsa (macchina)

Formalizzazione

N ={1,...,n} lavori

t, ...t tempi di esecuzione

aq, ..., Qi costi per unita di tempo
00 ordine iniziale dei lavori
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9.1 Modello di base

e Una sola sequenza di lavori
e non e possibile iniziare, interrompere e riprendere un lavoro

e il costo dipende linearmente dal tempo (disponibilita immediata)

Dato un ordinamento il costo e:
=Y Y
ieN  jeP(oy)

dove P(0,1%) sono i lavori che precedono ¢ secondo o

157
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Esempio 9.1 (Scheduling) L officina di un'azienda deve riparare 4 macchinari:

macchinario ABCD
tempo di riparazione 1 3 2 4
costo di fermo 2 1 3 9

Se i macchinari vengono riparati nell’ordine in cui sono stati consegnati all'officina il costo é:
124+ (14+3)*«14+(14+34+2)*x34+(1+3+24+4)*x9=24+4+184+90=114
Riparando i macchinari per tempi di riparazione crescenti si ha lI'ordine A - C - B - D e il costo:
1«24+ (14+2)*3+(14+24+3)x1+(14+24+3+4)*x9=24+9+6+90 =107
Ordinando i macchinari per costi di fermo decrescenti (D — C' — A — B) il costo si riduce a:

49+ (44+2)*3+A+2+1D)*x2+4+2+1+3)x1=36+18+14+10=78 <
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Ordinamento per indici di urgenza u; = %,z’ € N decrescenti (Smith, 1956)
Esempio 9.2 (Scheduling - Seconda parte) Nel caso precedente gli indici di urgenza sono

rispettivamente 2, é, g, 7 € l'ordine per indici decrescentie D — A — C' — B a cui corrisponde

il costo:

4594+ U44+1)*24+ A +14+2)x34+A+1+24+3)%x1=36+10+21+10="77

Soluzione ottimale O

Dati due ordinamenti 0! e o che differiscono per due lavori consecutivi i e j (in o' ¢ precede
7 ein 0% i segue j):

Cl-C2—O&Z Z ty + Z ly — Z b, — oy Z .

keP(oli) keP(ol,j) keP(o2,j) keP(o2 i)

Oéj Q;
:Oéjtz' t _tt ; —?
J i

= titj(u; — u;)

o? & pill conveniente se u; > u;
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9.2 Modelli evoluti

e Sequenza

— Piu macchine (identiche o differenti)

— Pit macchine per ogni lavoro con ordine prestabilito o meno
e Lavori

— Eseguibili solo dopo un certo istante (release time)
— Da completare inderogabilmente prima di un certo instante (deadline)
— Penale sui ritardi (due date)

— Precedenze assegnate
o (Costi

— Massimo ritardo sui lavori
— Somma dei ritardi

— Costo per anticipo
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10 Pianificazione di attivita

10.1 Problema di progettazione

Dato un progetto composto da n attivita, le durate, d;,7 = 1, ..., n, e le relazioni di precedenza,
si vogliono determinare:

e la durata minima del progetto
e |'istante ¢;,,72 = 1, ..., n in cui ogni attivita puo cominciare
e |'istante 1;,7 = 1, ..., n entro cui ogni attivita deve cominciare

Esempio 10.1 (Descrizione di un progetto) Sia dato il progetto rappresentato dal seguente

schema:
Attivita ABCDUZEVFGH
Durata 6 7 2 3 5 4 8 3
Precedenze |\B D E E H H
C E F G
G H &
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Modelli
e CPM (Critical Path Method): le attivita corrispondono ai nodi del grafo

e PERT (Project Evaluation and Review Technique)le attivita corrispondono agli archi del
grafo; ulteriori archi (attivita fittizie) rappresentano le precedenze
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10.2 CPM (Roy, 1960)

e Dati

— all’attivita ¢ si associa il nodo v; del grafo
— I'arco (v;, v;) indica che I'attivita ¢ precede I'attivita j (i < j)
—all’arco (v;, v;) si associa il costo d; corrispondente alla durata dell'attivita ¢

e Ipotesi

— si aggiungono un'attivita iniziale o e un’attivita finale w, entrambe di durata nulla; il
nodo v, viene collegato tramite archi uscenti ai nodi corrispondenti alle attivita che non
devono essere precedute da altre e il nodo v,, viene collegato tramite archi entranti ai
nodi corrispondenti alle attivita che non sono seguite da altre

— il grafo & aciclico per costruzione (un’attivita non puo iniziare dopo il suo termine)
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e Definizioni

—t,, € detto durata minima del progetto
—m; = 1; — t; € detto ritardo massimo ammissibile
— le attivita per cui 1; = t; sono dette attivita critiche

— un cammino da v, a v,, che passa solo per nodi corrispondenti ad attivita critiche & detto
cammino critico

e Calcolo di t; e T;
—t; € il costo del cammino piu lungo da v, a v;

to =0
ti = max {t; +dj;v; € w (i)}

— 1, —1T; e il costo del cammino piu lungo da v; a v,

1, =1,
T, =min {T, — d;v; € w (i)}

e Cammino critico

— si determinano i ritardi massimi m; = 1;—t;, si identificano le attivita critiche e i cammini
critici
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e || calcolo di t; e T; puo essere accelerato numerando le attivita in modo da rispettare le
precedenze (topological sorting):
ti=max {t; +d;;j < i}
T =min {1, —d;j > i}

e Nella modellizzazione non si tiene conto della possibilita che un’attivita abbia una durata
superiore al previsto, almeno a priori, in quanto una maggior durata puo essere vista, a
posteriori, come un inizio ritardato
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Esempio 10.2 (Cammino critico) Riferendosi all’Esempio 10.1 si ottengono i seguenti risul-

tati:
@ 16,16
Y
@0,0 Q@ 16, 16 @24,24
ey

@8,17

(2

Tempo minimo: 24
Attivita critiche: A, B, D, E,G, H
Cammini critici: A— B—D—-GeA—-B—-D—-FE—H

Anche i cammini A— B— G e A— B — E — H passano solo per nodi corrispondenti ad attivita
critiche O
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10.3 PERT (Malcom, Roseboom, Clark, Fazar, 1959)

e Definizioni

—se 1; = t; 'evento ¢ e detto critico

— un'attivita € detta critica se I'arco corrispondente (v;, v;) congiunge due eventi critici e
t; — t; € uguale alla durata dell'attivita

— un’attivita e detta fittizia se non corrisponde a nessuna attivita del progetto; le attivita
fittizie vengono inserite per rappresentare correttamente le relazioni di precedenza

e || calcolo di t; e T} viene fatto nel modo visto nel modello CPM
e In generale per limitare la complessita, si cerca di minimizzare il numero di attivita fittizie

e Talvolta le attivita fittizie vengono introdotte per ottenere un grafo semplice
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Esempio 10.3 (PERT) Riferendosi all’Esempio 10.1 si puo osservare che:

B<D FE.G
T B<D<FE
D<E.G }i <D< E G
Cloé:
PO
B ,~ D
B0 )
Inoltre si ha: .
C<EFH
E<H » = C < E, F<H
F<H /

Cloé:

O0—5 j@ig
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Le relazioni C < E e D < E non possono essere unificate come:
C
=0
D
poiche D < GG e C' < F ma non si hanno le precedenze C < G e D < F'; inserendo due

attivita fittizie si ottiene: b -
4
O—— O

O—O 3

A questo punto si puo ottenere il grafo finale:

Q 13,12 016,16 G @ 24,24
5 @ 16 I
Qo,o y ©6,6 . 08,16 }D 21,21

Il tempo minimo, le attivita critiche e i cammini critici sono gli stessi &
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e Il modello PERT & in generale pit complesso da realizzare (attivita fittizie)
Risulta piu semplice tenere conto di variazioni nella durata delle attivita

e Il modello CPM & piu vantaggioso se & necessario introdurre vincoli non standard (archi di
costo opportuno):

— un vincolo del tipo /'attivita j deve cominciare quando é stata completata una percentuale
p dell'attivita i si esprime introducendo un arco (v;, v;) di costo pd;

— un vincolo del tipo [‘attivita j deve cominciare dopo un tempo t da quando e stata
completata ['attivita i si esprime introducendo un arco (v;,v;) di costo d; + ¢

— un vincolo del tipo /'attivita j deve cominciare dopo un tempo t dall’inizio del progetto
si esprime introducendo un arco (v, v;) di costo ¢



