Prova scritta di Calcolo I. Alessandria, 15 dicembre 2006

Cognome e nome Firma Corso di laurea

1. a. Si calcolino, se esistono, i seguenti limiti
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b. Si calcoli il seguente limite
z—2
lin% (2 +1)" .

Si discuta, al variare di a € R, il valore del limite

. 2 ™
2. Si consideri la funzione definita da
log x
f(zx) = i —z+ 1.

a. Determinare il dominio di f e studiare i limiti agli estremi del
dominio e determinare gli eventuali asintoti.

b. Determinare gli intervalli di monotonia della f e gli eventuali min-
imi e massimi relativi.

c. Studiare gli intervalli di convessita e di concavita di f.
d. Disegnare il grafico di f.
e. Disegnare il grafico di g(x) := |f(x)|.

3. Calcolare i seguenti integrali

/ (« _ff; T3 /01 VT sin /T dz.




Soluzioni

1. a. Siha

e quindi per il Teorema di confronto (o dei due carabinieri) si
ottiene

T — sl
lim =",
Tr——+00 €T
Usando la formula di Taylor per il seno si ha
3

x
x—sinx = - + 23w(z),
dove lim,_ow(x) = 0. Quindi si ottiene
. x—sinzx 1
lim —— = —.
a—0 3 6
Il secondo limite poteva anche essere calcolato usando il Teorema
di De L’Hopital.
b. Per le note proprieta dei logaritmi e degli esponenziali si ha
(2 4 1) = o hntet )

log(xz241)
22

Utilizzando il limite fondamentale lim, .o = 1sihalim,_

1 e quindi

log(y+1)
Yy

. 2 x 72
hn% (x4+1) =e.
Analogamente a quanto appena visto si ha

(7 4+ 1) = 2" e+

e quindi, scrivendo
1 241
r*log(a? +1) = :Ba+270g($ 2+ )
x
si ottiene lim, o x%log(z? + 1) = 0se a > —2, e lim,_q z%log(z* + 1) =
+00 se a < —2 mentre il caso o = —2 e gia stato esaminato.
Quindi il limite vale
+o0 a< -2
lim (22 +1)" =<e a= -2

z—0t
1 a > —2



2. Si consideri la funzione definita da

f(z) = loiz —z+ 1.
a. Il dominio di f & D(f) = (0, +0c0).
lim f(x) = —o0

x—0

e la retta x = 0 ¢ asintoto verticale della funzione f.

li = —
At (@) = —eo
e la retta y = —x 4 1 ¢ asintoto obliquo della funzione f in +oo

in quanto
lim f(z)— (—z+1) =0.

Tr——+00

b. La derivata di f e

1 —logx 1 —logz — z*
play=Alose_y_1-lroa?
Lo studio del segno di f’ ci fornisce f'(x) > 0 per z € (0,1),
f'(1) =0e f'(z) <0 per z € (1,400). Quindi f & crescente in
(0,1), decrescente in (1, 4+00) e ha un massimo assoluto in = = 1.
I1 valore massimo assunto da f ¢ quindi f(1) = 0. La funzione f
non ha minimi.

c. La derivata seconda di f e

" 2logx — 3
[y = =55

3

Quindi f"(x) > 0 se x € (€32, +00) mentre f"(x) < 0 se x €
(0,e%2) e f"(e*?) = 0. La funzione f ¢ quindi convessa in
(€3/2, 400), concava in (0,e%?) e /2 & punto di flesso.

d. Il grafico di f e rappresentato nella figura di sinistra.

e. Il grafico di g e rappresentato nella figura di destra.



3. La funzione razionale fratta si decompone nel seguente modo

T+ 2 1 n 3 1 n 1 x
(z—1D(22+2) 2242 (z—-1)@2+2) 22+2 z2-1 2242
Siccome . |

/mdz:ﬁarctan(z/\/ﬁ)%—c,
1
/ dx =log|x — 1] + ¢,
r—1
x _11 9
I2+2dz—§og(:ﬂ +2)+c¢
si ottiene

T+ 2 1 1 )
/ (z — 1)(2% +2) dx = 2 arctan(x/v/2)+1og ICE—1|—§ log(z“+2)+c.

Nel secondo integrale si puo fare la sostituzione t = y/x e si & ricondotti
al calcolo dell’integrale

1 1
/ Vasinyzdr = / 2t%sint dt.
0 0

Integrando per parti si ottiene
1 1
/ 2t% sint dt = / 4t cost dt — 2t* cost|g.
0 0

4



Integrando ancora per parti

1 1
/ At costdt = —/ 4sintdt + 4tsint|y = 4cost|y + 4t sint|p.
0 0
In definitiva si ottiene

1
/ 2% sint dt = 4cost|y + 4t sint|; — 2t* cost|y = 4sin1 + 2cos 1 — 4.
0



