PROVA SCRITTA DI CALCOLO II. 27 giugno 2005.

Cognome e nome firma Corso di laurea

1. Discutere la convergenza delle seguenti serie
+00 +00 2 n —+00
1 2 2 1 2" 4+ (—1)"4"
Sonsin (L) 3 (2l 3 2"+ (1)
n3 3n?+4n+1 n!
n=1 n=2
e, se possibile, calcolarne la somma.

2. Determinare il dominio della funzione

Va2 +y? = 2xlog(y + 2?)

f(xay) - GSinﬁ

e rappresentarlo graficamente.
3. Individuare e classificare i punti critici della funzione

y’e
gla,y) = (zvlogz)(y —2) — =~

4. Stabilire per quali valori di n € N converge l'integrale improprio

+oo ‘,L.anl
I, = —d
| e

e calcolarlo per il piu grande di essi.



SOLUZIONE.

1. II termine generale della prima serie ¢ asintotico a 2, infatti

(1 (1
. nsi | —= . Sin { —
lim 71(” ) = lim 7$” ) =1:
n——+00 =5 n——+00 ==
n n
poiche la serie ZE’; # converge, si ha che la serie iniziale converge per
il criterio del confronto asintotico.

Nel secondo caso si puo applicare il criterio della radice

. {2n2+2n+1\" lim 2n? +2n+1 2
im - T ) = s re z
n—-+00 3n24+4n+1 notoo 3n2 +4n+1 3

Poiche il valore di questo limite e minore di uno, la serie converge.
La terza serie ¢ convergente in quanto somma di due serie esponenziali.
La sua somma e

2"+ (=1)"4" — —4 2, 4
Z— Z ~ Z n' =(—1-2)+(e*—1+4) =c’+e

n=2 n=2

2. Il dominio della funzione coincide con I'insieme soluzione del seguente
sistema di disequazioni

2+ y? =22 >0 (z—1)2+y*>1
y+22>0 — <y > —a?
x>0 x>0

La prima disequazione e risolta all’esterno della circonferenza di centro
il punto C(1,0) e raggio 1; la seconda ¢ risolta nella regione posta al
di sopra della parabola di equazione y = —x?%. L’ultima disequazione
e risolta nel semipiano delle ascisse positive. Il dominio della funzione
e l'intersezione di queste tre regioni. Per quanto riguarda la frontiera,
la circonferenza e 1'asse delle ordinate (origine esclusa) sono incluse,

mentre ¢ esclusa la parabola y = —a2.

3. I punti critici vanno cercati tra le soluzioni dell’equazione

Sg=0 (logz+1)(y—2)=0
rvlogr — £ =0



Di qui si trovano i punti A(e,2) e B(e™!, —2¢72).
Le derivate parziali seconde sono

2 _9 2 52 o2
09 _y @— ¢ J J =1+logux,

022~ 1 oy? 2 0xdy - Oyox

da cui si ricava la matrice hessiana nei punti A e B

H(A) = 02 — detH(A) = —4 — A ¢ un punto di sella

=2 e
—2e7=2 detH(B) = e*(e? + 1
H(B) = "’61 _0% — gi:g(BE) ): _%(?6_2 :0) — B e un punto di massimo

Il grafico della funzione e riportato nella figura seguente
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Figura 1: grafico della funzione g(z,y) = (zlogz)(y —2) — 4~.



4. Si vede facilmente che la funzione integranda ¢ asintotica a 2?*~7, per
cui l'integrale converge quando

n—T<—-1—2n<6 —n<3.

Pertanto il piul grande intero per cui si ha convergenza e n = 2. A
questo punto occorre calcolare I'integrale

+00 :U3
——dux.
| w

2?2 — 1=t — 2zdr = dt,

Ponendo

I’integrale diventa




